
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    نافع بنعقبة :  المنصة العلمية 

 02  : الثانيالجزء 

  { 10 }  ة مُنتقاة بعنايةتجريبي تبكالوريا ،، 

 { 05 }   محمد للأستاذ علالومواضيع تحضيرية ،،  

ل   النموذجي تصحيحبال ةرفقجميع المواضيع م ،،            ،،  المُفصَّ

 

الاستفادة من  تقني رياضيو  علوم تجريبية : يمكن لتلاميذ شعبتي  مُلاحظة

لشعب الثلاث ،، بين افي أغلب المحاور هذه الباقة نظرا للعامل المشترك 

 الخاص بشعبة تقني رياضي ،، 3الجزء تم رفع سيعلما أنه 
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     نافع بنعقبة : من تجميع و تنظيم   

تغريدة أمل : أيُّها التلاميذ الشُّرفــــــــاءْ ،، إنناَ نسعى لتوفير أجود المواد 
 المعلومــاتية الأولية لكم ،، من أجل الإبداع في صُنعِ تاج الامتياز ،، 

 

التحضيرية ،، نضع بين أيديكم هذه الباقة المعلوماتية التطبيقية  رفاءالشُّ  التلاميذ هاأي ُّ* 1

 ::التي تتضمن  ،،الرياضيات شعبة رياضي في مادة المُفعمة بالأفكار الطازجة والمفيدة 

 { ،،مواضيع تحضيرية   05بعناية للموسم السابق +  ةمُختار بكالوريات تجريبية 10}  ،،  

 ،،بشكل مباشر أخذ الأفكار الطازجة التحضير و الاستعداد و ذلك بمن أجل  ،،

2* أي ها النُّخبـة هذه الباقة تعتبر محطة تحصيلية تحضيرية  نحو اختبار الفصل الثالث 2025 
لوب منكم هو استغلال المط فـ ـامتحان البكالوريا ،، إذنأي امتحان البكالوريا التجريبي ،،  ،،

للمحاولة في هذه الباقة ،، فترةالهذه   

ن وكسب تجاوزوا الأفكار المُعادة لأنها وُضعت لفئة معينة من أجل التمر   النُّبلاء أي ها *3

طبعا ،، سرعة بديهية معتبرة في حين مصادفتها بمراعاة المستوى الفردي  لكل تلميذ}ة{ ،،  

الفصل  ختبارلا التحضيرية: وَلْيكن في العلم أن هذه الباقة  النظاميين الشُّرفاء أي ها *4

يجب استغلال الوقت  لهاتعتبر محطة تحضيرية مركزة ،،  المحاور أغلبتشمل  الثالث
مع  ،، استعدادا للامتحان ،، للمحاولة في هذه الباقة مع تدوين الأفكار الطازجة بعد المحاولة 

 ترك ما لم يتم التطرق له في القسم حتى يصل وقته المحد د ،، و الله المُستعان .

: المطلوب منكم المحاولة في كامل مضمون الباقة لتكون بمثابة مرحلة  الأحرار الشُّرفاء أي ها* 5 

ا ،،و مواكبة وتيرة الدروس النظامية للموسم الحالي ،، مع تدوين الأفكار طبع التحضير المركز  

تدوين  المحاولة في أكبر قدر منها نرجو ،، بعد تفحص المواضيع و رفاءالشُّ  التلاميذ أي ها* 6

،، من أجل العودة لأخذها الأفكار الطازجة في كراس خاص مع تحديد رقم الموضوع و التمرين 
للوقت ،،لالا قادم الزمن .. تسهيلا لكم و استغ في لبكالوريا الامتحان الرسمي لقبُيل موعد   

----- 

تقني شعبة لأي أنه يمكن    ...  رياضيات : لشعبة الباقة موجهة::  ملاحظة ختامية* 7

رياضي الاستفادة منها بالدرجة الأولى نظرا للعامل المشترك الأكبر في كل المحاور ... 
مع مراعاة  ها في المحاور المشتركة فقط الاستفادة منعلوم تجريبية أما بالنسبة لشعبة 

 ،،البرنامج المقرر للشعبة طبعا 

 



 ةــة الشعبيــة الديمقراطيــة الجزائريـــالجمهوري

 2023/2024:   السنة الدراسية                                                                         ي      ــــــــــــــــــــــــــــــنــــــــــــــاع الوطـــــــــدفــــــوزارة ال

 اختبار الثلاثي الثالث                    أركان الجيش الوطني الشعبي                                              

 الثالثة ثانوي الشعبة : الرياضياتلمستوى:  ا             ة ــأشبال الأم ديرية مدارسم

 ساعات و نصف . 4المدة :                  المادة : الرياضيات                                          

 على المترشح أن يعالج أحد الموضوعين على الخيار

 الموضوع الأول

 نقاط 4التمرين الأول 

I- )مجموعة الفي  نعتبرℂ :المعادلة[z2 − 4𝑧 + 13][z2 − 2(2 − 3√2)z + 49 − 30√2 ] = 0 … … (𝐸) 

2√3)أنشر العبارة :°( 1 − 3)
2

 . (𝐸)، ثم حل المعادلة  

; 𝐷النقط :(𝑃) في المستوي المركب  𝐶 ; 𝐵 ; 𝐴 ; 𝜔: التي لواحقها على الترتيب𝑧𝐴 = 2 − 3𝑖;  𝑧𝜔 = −1 𝑧B = zA̅̅ ̅  ; 

𝑧𝐷و = 𝑧𝐶̅̅ ̅ ; 𝑧𝐶 = (2 − 3√2) + (3√2 − 3)𝑖   . 

𝑧A ين أكتب العدد°( 2 − zω   و
𝑧𝐵−zω

zA−zω
 . 𝜔𝐴𝐵ثم استنتج طبيعة المثلث  ،على الشكل الأسي  

أكتب العدد المركب °( 3
𝑧𝐶−zD

zB−zA
 .  𝐴𝐵𝐶𝐷 لرباعي ، ثم استنتج طبيعة ا الجبريعلى الشكل  

أكتب العددين  ( -أ°( 4
𝑧𝐶−zA

zB−zA
و   

𝑧𝐶−zD

zB−z𝐷
 استنتج عمدة كل منهما .ثم على الشكل الجبري  

𝑧|التي تحقق : 𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (∆) أكتب المعادلة الديكارتية لـ( -ب − 𝑧𝐵| = |z − zC|   ثم جد ،𝑧I 

 مع حامل محور الفواصل . (∆)نقطة تقاطع المستقيم  𝐼لاحقة 

𝑧I|( أحسب -ج − zA|  استنتج أن النقط ، ثم𝐷 ; 𝐶 ; 𝐵 ; 𝐴   تنتمي إلى نفس الدائرة التي يطلب تعيين مركزها و نصف

 قطرها .

 نقاط 4التمرين الثاني:  
 3على  𝐵الصندوق و يحتوي  . ناوركرتان حم، و   خضراء كرات 3، و اء بيض كرات 4على  𝐴يحتوي الصندوق 

تحمل العدد  كرات بيضاء 
π

4
العدد و كرتان خضروان تحملان ،  

π

2
متماثلة لا  . كل الكرات   𝜋تحمل العدد حمراء كرة و،  

 نميز بينها عند اللمس .

مجموع العددين معدوم ، إذا تحصلنا على   2،  1،  -1،  -2بـ : مرقمة  أوجه 4ذات زهرة نرد متجانسة  مرتين  نرمي

 . على التوالي و بدون ارجاع كرتين 𝐵الصندوق ، و إلا نسحب من في آن واحد   تاكر 𝐴 3نسحب من الصندوق 

الحدث " الحصول على نفس  𝐶    و  𝐵الصندوق الحدث " السحب من   𝐵 و  𝐴الصندوق الحدث " السحب من  𝐴 نسمي

 . "  مختلفة مثنى مثنىن الوأ 3الحدث " الحصول على  𝐸 الحدث " الحصول على لونين مختلفين  ". 𝐷 اللون  " و

; 𝑃𝐴(𝐸)أحسب : °( 1 𝑃𝐴(𝐶) ; 𝑃(𝐴)  𝑃𝐵(𝐷)  ;  . 

 الاحتمالات الشرطية التي تنمذج هذه التجربة . ةشكل شجر( -أ°( 2

 .  𝑃𝐶(𝐴)أحسب :، ثم   𝑃(𝐶)( باستعمال دستور الاحتمالات الكلية أحسب-ب

  الكرة الثانية العدد الذي تحمله  𝛽و  الكرة الأولىالعدد الذي تحمله  𝛼نسمي  𝐵الصندوق عند السحب من  °(3

𝑐𝑜𝑠(𝛼الذي يرفق بكل عملية السحب العدد : 𝑋و نعتبر المتغير العشوائي  + 𝛽)   الصندوق إذا كان السحب من𝐵  و عدد ،

 . 𝐴الصندوق إذا كان السحب من  الألوان 

 . 𝑋( عين مجموعة قيم المتغير العشوائي -أ

 .  𝐸(𝑋)الرياضياتي  هسب أمل، ثم أح  𝑋المتغير العشوائي ( عين قانون احتمال -ب

الحصول على  𝐹 كرات على التوالي و بالارجاع . أحسب احتمال 4نجمع كل الكرات و نضعها في كيس ثم نسحب °( 4

 ألوان العلم الوطني .

نافعبنعقبة  4من  1صفحة  : المنصة العلمية



 نقاط 05التمرين الثالث:
(𝐸)المعادلة :  ℤ2نعتبر في    … … 14𝑥 − 5𝑦 = 26 

;𝑥)(  أثبت أنه إذا كانت الثنائية -أ°( 1 𝑦)  حلا للمعادلة(𝐸)  فإن𝑦  زوجي . 

;𝑎)(  عين الحل الخاص-ب 𝑎 +  .  (𝐸) المعادلة ℤ2حل في ، ثم  (𝐸)للمعادلة  (2

;𝑥)كانت الثنائية  ( إذا-أ°(2 𝑦)  حلا للمعادلة(𝐸) : عين مجموعة القيم الممكنة لـ ،𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑥; 𝑦) . 

;𝑥)( عين مجموعة الثنائيات -ب 𝑦)  حلول المعادلة(𝐸)التي تحقق 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑥; 𝑦) = 13 

  . 13على  9nبواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝑛  (  أدرس حسب قيم العدد الطبيعي -أ°( 3

𝐴 علما أن : 𝐴للعدد  13القسمة على ( استنتج باقي -ب = 14452024 + 29741444 + 20241962 . 

𝑛  :9𝑛( بين أنه من أجل كل عدد طبيعي -ج × 20242𝑛+1 − 14454𝑛+4 ≡ 92𝑛+2(𝑛 − ، ثم عين  [13](1

9𝑛التي من أجلها يكون  𝑛مجموعة قيم  × 20242𝑛+1 − 14454𝑛+4  13مضاعف . 

4° )𝑁  1على الشكل  9عدد طبيعي يكتب في النظام ذي الأساس𝛿𝛾5̅̅ ̅̅ ̅̅ 2𝛽𝛼5̅̅على الشكل 8و في النظام ذي الأساس    ̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . 

𝛾علما أن  في النظام العشري . 𝑁ثم استنتج قيمة العدد الطبيعي ،  𝛼و 𝛽عين قيمة الرقمين  (-أ = 𝛽 + 𝛿و1 = 2𝛼 

5° )𝑀  عدد طبيعي يكتب في النظام ذي الأساس𝑛 − 5𝑚21̅̅على الشكل  1 ̅̅ ̅̅ 𝑛و في النظام ذي الأساس    ̅̅ + 1  

2𝑚𝑛𝑛̅̅على الشكل  ̅̅ ̅̅  في النظام العشري . 𝑀ثم استنتج قيمة العدد الطبيعي ،  𝑚و 𝑛عين قيمة الرقمين    . ̅̅

  نقاط 07التمرين الرابع :

I- ) نعتبر الدالة𝑓  المعرفة علىℝ : كما يلي𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒−𝑥 − 𝑒−2 ،  نسمي(𝐶f)  تمثيلها البياني في مستوي منسوب

;𝑂)إلى معلم متعامد و متجانس  𝑖; 𝑗) . 

𝑙𝑖𝑚(  أحسب -أ°( 1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) و  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) الأخيرة بيانيا . ةالنتيج فسر ، ثم 

 ، ثم شكل جدول تغيراتها . 𝑓 ( أدرس اتجاه تغيرات الدالة -ب   

𝑓(𝑥)أن المعادلة  نقبل°( 2 = 𝑎 حيث bو 𝑎حلين تقبل  0 ∈ ]−0,95; 𝑏و، ]0,9− ∈ ]3,5;  . 𝑓(𝑥)اشارة  استنتج . ]3,6

;𝑎]من المجال  𝑥بين أنه من أجل كل عدد حقيقي °( 3 0فإن : [2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 − 𝑒−2 

4 )°𝐹  دالة عددية معرفة على المجال[𝑎; 𝐹(𝑥)كما يلي :  ]∞+ = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 ، سمي ن(C)  تمثيلها البياني في مستوي

;𝑂)منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑖; 𝑗) . 

 ، ثم شكل جدول تغيراتها . 𝐹، ثم  استنتج اتجاه تغيرات الدالة   𝑓لدالة بالنسبة ل 𝐹لدالة ( ما ذا تمثل ا-أ

 . 𝑥بدلالة  𝐹(𝑥)( باستعمال المكاملة بالتجزئة عين عبارة -ب

𝑥و محور الفواصل و المستقيمين  (𝐶f)لمحدد بالمنحنى ا 𝒜(𝑎)مساحة الحيز من المستوي  𝑎( أحسب بدلالة -ج = 𝑎   

𝑥و  = 𝒜(𝑎)معادلتي لهما ، ثم بين أن :  2 = 𝑒−2 (𝑎 − 5 +
1

𝑎+1
 .𝒜(𝑎) و استنتج حصرا لـ : (

𝐹(𝑥)( بين أن المعادلة -د = 𝑥  تقبل حلا وحيدا𝛼   1[في  المجال; و المنصف  (C)، ثم استنتج الوضع النسبي للمحنى  ]2

:(∆)الأول  𝑦 = 𝑥 . 

 .(∆)و المنصف الأول  (C)أنشئ المحنى °( 5

6 )°(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرفة علىℕ  : كما يلي𝑢0 = 𝑎  و من أجل كل عدد طبيعي𝑛  :𝑢𝑛+1 = 𝐹(𝑢𝑛) 

 ، ثم خمن اتجاه تغيراتها و تقاربها . (𝑢𝑛)( باستعمال الشكل الذي رسمته .مثل الحدود الأربعة الأولى للمتتالية -أ

𝑛 :𝑎( برهن عن طريق التراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -ب ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼 . 

 ( برهن صحة التخمين السابق .-ج

𝑛 :|𝑢𝑛+1( بين أنه من أجل كل عدد طبيعي -د − 𝛼| ≤ (1 − 𝑒−2)|𝑢𝑛 − 𝛼| . 

𝑛 :|𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي (  استنتج أنه -هـ − 𝛼| ≤ (𝑓(0))𝑛|𝛼 − 𝑎|  ثم أحسب استنتج ،lim(𝑢n) .  

 
 انتهى الموضوع الأول 

 
 4من  2صفحة 



 الموضوع الثاني:

 اختار الإجابة الصحيحة مع التعليل من بين ثلاث أجوبة مقترحة:       (:ن04التمرين الأول)

  6بسحب ثلاث كريات على التوالي دون إرجاع في كيس يحتوي على وهذا  500و 300أرقام محصور بين  3نريد تشكيل عدد ذو  – 1    
 بينها باللمس بحيث في السحب الأول نشكل رقم الآحاد وفي السحب الثاني نشكل رقم العشراتلا نفرق فيما  6إلى  1كريات مرقمة من 

 وفي السحب الثالث نشكل رقم المئات.

 -يساوي : أ تشكيل هذا العدد احتمال          
1

12
  -،   ب             

1

6
 -،    ج              

1

3
   . 

 تقوم بتحضير مواضيع الاختبارات التجريبية للفصل الثالث ات نريد اختيار لجنة في مادة الرياضي – 2    

 رجال(.5نساء و 10أستاذ ) 15من بين  أساتذة 4تتكون من              

 و لا توجد فيها  𝑧و  𝑦تريد أن تكون في لجنة لا يوجد فيها السيدان  𝑥 الأستاذةعدد طرق اختيار لجنة بحيث         
 .  220 -،      ج         330–،        ب       165–أ                     هو :  𝑡السيدة         

𝑆حيث :  𝑆العدد  ℂنعتبر في مجموعة الاعداد المركبة  – 3    =
2−𝑖𝑧

1−𝑧
𝑧مع   ≠ 𝑧من أجل  1 =  فإن  2

 .معدوم –حقيقي        ،   ج  –تخيلي صرف   ،   ب  –أ       𝑆2024 العدد                       

       

}:  التالية  للجملة 𝑥عدد صحيح سالب  أكبر– 4   
𝑥 ≡ 2[3]

𝑥 ≡ 1[7]

𝑥 ≡ 4[5]
 :  هو 

 .  76-    -ج        ،    69-    -ب      ،    57-       –أ                                             

 

 ن(:04التمرين الثاني )

4𝑚المعادلة :  ℕ2ثم حل في المجموعة  421 ة العددــــــــــأولي ادرس  - 1 + 3𝑛 = 𝑚 × 𝑛 − 𝑚حيث 409 > 𝑛 . 

2 – ABC  مثلث قائم فيA  : حيث𝐴𝐶 = 𝑦  , 𝐵𝐶 = 𝑥  , 𝐴𝐵 =  عددان طبيعيان غير معدومين  𝑦و  𝑥مع   29

   29عين قواسم مربع العدد  –أ      

 . ABCعين المثلث  -ب      

;𝑃𝐺𝐶𝐷(421بين أن :  –ج        29; 420) = 1. 

3 – α  عدد طبيعي. استنتج قيمة العددα  التي من أجلها يكون العددانα+2024 و α+1183  تامين.مربعين 

 . bو الأخرى في نظام التعداد ذي الأساس  𝑎الأولى في نظام التعداد ذي الأساس إليك عمليتين حسابيتين  – 4

1141
𝑎

+ 41
𝑎

+ 1140
𝑎

= 2352
𝑎

… … . . (1) 

1

2
(32

𝑏
× 516

𝑏
) = 8316

𝑏
… … … … (2) 

 . bو  𝑎عين أ/          

 .ABCالعمليتين في النظام العشري مفسرا هندسيا العمليتين بالنسبة للمثلث تحقق من صحة ب/         

 ن(:05التمرين الثالث )

 (𝑈𝑛)  الأولمتتالية عددية معرفة بحدها 𝑈0 = 𝛼  و من أجل كل عدد طبيعيn  :𝑈𝑛+1 =
4𝑈𝑛

𝑈𝑛+6
 عدد طبيعي . αحيث  

 متتالية ثابتة . (𝑈𝑛)حتى تكون  αعين قيمة  – 1

𝛼نضع فيما يلي :  – 2 = 6  . 

𝑈𝑛فإن :  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  -أ/        > 0 . 

 ثم ماذا تستنتج بالنسبة لتقاربها ؟ (𝑈𝑛)ادرس اتجاه تغير المتتالية  -ب/      

𝑈𝑛+1فإن :  nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي  -ج/        ≤
2

3
𝑈𝑛 . 

 

 4من  3صفحة 
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n  :𝑈𝑛د/ استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي        ≤ 6 (
2

3
)

𝑛

limثم احسب  
𝑛→+∞

𝑈𝑛. 

𝑈𝑛فإن :  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  – 3 =
2

4

3
(

3

2
)

𝑛
−1

limيطلب حساب  
𝑛→+∞

𝑈𝑛 . من جديد 

𝑉𝑛 متتالية عددية حيث : (𝑉𝑛)نعتبر  – 4 = 1 −
𝑎

𝑈𝑛
 عدد  حقيقي غير معدوم . 𝑎حيث :  

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . (𝑉𝑛)حتى تكون  𝑎عين قيمة العدد الحقيقي  –أ     

limثم احسب  nبدلالة  𝑈𝑛و  𝑉𝑛أكتب  –ب    
𝑛→+∞

𝑈𝑛  أخرىمرة . 

𝑆𝑛المجاميع التالية :   nأكتب بدلالة  –ج     =
1

2𝑈0
+

1

2𝑈1
+ ⋯ +

1

2𝑈𝑛
𝑆′𝑛و   = 𝑉0 + 2𝑉1 + 22𝑉2+. . +2𝑛𝑉𝑛 . 

    ن(:07التمرين الرابع )

  Ι  -  نعتبر الدالة𝑔  0[المعرفة على المجال ; 𝑔(𝑥)بـ :  ]∞+  = 𝑥2 − ln (𝑥) . 

 ثم شكل جدول تغيراتها . 𝑔ادرس تغيرات الدالة  /1      

𝑥بين أنه من أجل كل  /2       ∈ ]0 ; 𝑔(𝑥)فإن  ]∞+  >  . 𝑔الدالة  إشارةثم شكل جدول  0

  ΙΙ  -  نعتبر الدالة العددية𝑓  0[المعرفة على المجال ; 𝑓(𝑥)بـ :  ]∞+  =
1

𝑥
(𝑥2 − 𝑥 + 1 + ln (𝑥))  ،(𝐶) تمثيلها البياني 

, 𝑂)في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس         𝑖 , 𝑗)  1.وحدة الرسمcm . 

limأ/ احسب ما يلي :  – 1      
𝑥

>
→0

𝑓(𝑥)  ;   lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  ثم فسر بيانيا النتيجة الثانية ؟ 

limب/ بين أن :            
𝑥→+∞

1+ln (𝑥)

𝑥
=  فسر بيانيا النتيجة ؟  0

𝑦الذي معادلته  (∆)بالنسبة للمستقيم  (𝐶)ج/ ادرس وضعية المنحنى              = 𝑥 − 1 . 

𝑥أ/ بين أنه من أجل كل  – 2     ∈ ]0 ; 𝑓′(𝑥)فإن  ]∞+  =
𝑔(𝑥)

𝑥2  ثم استنتج اتجاه تغير الدالة𝑓 . 

 . 𝑓ب/ شكل جدول تغيرات الدالة          

𝑓(𝑥)ج/ بين أن المعادلة :           = ; 𝛼𝜖]0,4تقبل حلا وحيدا  0 0,5[. 

 يطلب تحديد احداثياتها . Aعند النقطة  (∆)الذي يوازي  (𝐶)للمنحنى  (𝑇)أ/ اكتب معادلة المماس  – 3    

 يطلب تعيين احداثياتها . Hيقبل نقطة انعطاف  (𝐶)ب/ بين أن المنحنى         

 بعناية . (𝑇)و المماس  (∆)و المستقيم  (𝐶)المنحنى  أنشئج/          

   4 – m  ، وسيط حقيقي(𝐷𝑚)  مستقيم معادلته :𝑦 = 𝑥 + 𝑚  عين قيمm  بحيث المنحنى(𝐶) و المستقيم(𝐷𝑚)  يتقطعان 

 في نقطة على الأكثر.              

𝑦و المستقيمات :  (𝐶)مساحة الحيز المحدد بالمنحنى  𝑐𝑚2بـ  Aاحسب – 5    = 𝑥 − 1 ; 𝑥 = 𝑒 ; 𝑥 = 1 . 

   6 - ℎ   دالة معرفة علىℝ∗  : بالعلاقة التاليةℎ(𝑥) + 𝑓(|𝑥|) = 2 (..............1 ، )(𝐶ℎ) . تمثيلها البياني 

𝑢(𝑥). ) يمكن وضع :  𝑓و  ℎ( التي تربط بين 1فسر بيانيا العلاقة ) -أ/        = 𝑓(|𝑥|) . ) 

 . ℎب/ عين العبارة الدستورية للدالة      

 الموضوع الثاني.انتهى                                      .      ℎثم شكل جدول تغيرات الدالة  (𝐶ℎ)في معلم جديد المنحنى   أنشئج/      

 

 4من  4صفحة 



 ةــة الشعبيــة الديمقراطيــة الجزائريـــالجمهوري

 2023/2024:   السنة الدراسية                                                                         ي      ــــــــــــــــــــــــــــــنــــــــــــــاع الوطـــــــــدفــــــوزارة ال

 اختبار الثلاثي الثالث                    عبي                                              أركان الجيش الوطني الش

 الرياضيات: الثالثة ثانوي الشعبة :  لمستوى ا               ة ــأشبال الأم ديرية مدارسم

 ختببار الصل  اأوو  ي  ماد  الرياييا الاجابة النموذجية لا

 العلامة لنموذجيةالاجابة ا السؤال التمرين

 التمرين
 

 الأول
 
 

1-) 
 
2-) 
 
3-) 
 

 (-أ  (-4

 
 

 (-ب
 
 (-ج
 
 

       : لدينا
 

 حلول المعادلة .         

                                                  :هي 

                 :لدينا 
 

 
 

   

و
     

     
  

 

 
 

 .و متقايس الضلعين   𝜔قائم في    𝜔المثلث ، و منه  

 :لدينا 
     

     
 

       

 
 .شبه منحرف      مما يعني أن الرباعي           ومنه  

 :لدينا 
     

     
 

          

 
    و منه 

     

     
  

 

 
     

 :لدينا 
     

     
 

              

  
    و منه 

     

     
  

 

 
     

و هي ومعادلة                     يعني                 :لدينا 

 .          ، ومنه      محور القطعة 

 .                لدينا 

 و نصف   تنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها             لنقطاو مما سبق نستنتج أن 

 .       قطرها 
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 التمرين
 
 ثانيال
 

1-) 
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 (-ب
 
 
 (-أ (-3
 
 
 

 (-ب
 
 

4-) 

     :لدينا 
 

 
      و  

  
    

 

  
  

 

  
      و  

  
    

    
 

  
  

 

 
  

      و
    

    
    

    
  

  
  

  

  
 . 

 :شجرة الاحتمالات 

 
                                         لدينا 

   

    
 

      و  
      

    
 

  

   
 . 

        :لدينا 
 

 
 

  
 

  
  

 

  
      و 

  

 
  

 

 
 

    
  

 

  
  

 

  
 

        و
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        و

 

 
 

  

  
 

  

   
 

و 0و 1و 2و 3و المجموع
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     :ينا لد
                    

    
  

  
 

  

  
 

 
 

0,5 
 

 التمرين
 
 ثالثال
 

 (-ا( 1°

 (-ب
 
 (-ا(2°
 (-ب
 
 (-ا( 3°

 
 

 (-ب
 
 

 (-ج
 

 (-د
 
 

4°) 
 
 
5°) 

 .       أي         ومنه           لدينا 

 .    حل خاص للمعادلة       و بالتالي الثنائية      ومنه       ينا لد
 .                      ومنه                لدينا 

 .                :هي           مجموعة القيم الممكنة لـ 

 يعني              :لدينا 
           

           
        نه و م  

 .                            :و بالتالي 
 .نلخصها في الجدول التالي 3تشكل متتالية دورية دورها  13على    لدينا بواقي قسمة 

   و  و  و  و    و

    و 1و 9و 3و     و

 .               و منه           و                    :لدينا 

               و منه                       و منه             و

         عليهو                و منه            و

                                            :لدينا 

                                     :و عليه 

 .         ومنه         أي               فإن      ذا كان إ
 .        ومنه       أي           فإن        إذا كان 
          ومنه         أي            فإن        إذا كان 

                                    :لدينا

 .    و    و عليه          و هذا يعني              و منه 
 .       ومنه 

                           :لدينا

                           و

 .       و عليه     و     و منه                    و منه 

0,25 
0,25 

0,5 
0,25 

0,5 
 

0,25 
 

0,5 
 

0,25 
 

0,25 
 
 

0,25 
0,25 
0,25 
0,25 

 
0,25 

 
 

0,5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (-أ( 1°
 

 (-ب
 
 
 

 
 
 
 
 

2° ) 

 

يقبل       و منه المنحنى                 و               :لدينا 

 .معادلة له        ارب أفقي مستقيم مق

و متناقصة تماما على        لدالة متزايدة تماما على المجال و منه ا            :لدينا 
 :جدول التغيرات         المجال 

 
     :اشارة العبارة 

 

0,5 
 

0,5 
 

0,25 
 
 
 
 
 
 

0,25 
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 التمرين
 
 لرابعا
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3°) 
 
 

 (-أ(4°
 
 

 
 

 
 

 (-ب
 
 
 (-ج
 
 
 
 
 (-د
 
 
 
 
5°) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 (-أ(6°
 (-ب
 
 

 

 
 (-ج
 
 (-د
 
 

      على المجال      و هي  0تقبل قيمة حدية محلية عظمى عند   fلدينا الدالة 
                             و منه            و         لدينا و

         الدالة 
 

 
  و التي تنعدم عند      على المجال  هي دالة أصلية للدالة    

       ا على المجال و متناقصة تمام    متزايدة تماما على المجال   الدالة 

 
        فإن            و           فإن           بوضع 

           :إذن 
 

 
               

        
 

 
       

 

 
 

           :و منه 
 

 
                             . 

    يعني        :لكن .                       𝒜 :لدينا 
   

   
 

            𝒜 :و منه 
 

   
 ؟         𝒜     عليه و    

 .      𝜑    𝜑و       مستمرة و متناقصة تماما على           𝜑الدالة 

 .      في  المجال   تقبل حلا وحيدا        ه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة ومن

 
       و يقع تحته في المجال      في المجال     يقع فوق المستقيم     لمحنى و عليه ا

 .       و يقطعه في النقطة 

 
 .   قاربة نحومتزايدة و مت     من خلال الشكل نخمن ان المتتالية 

 (1...).       و منه          لدينا من أجل :  1مرحلة 
 .        و نبرهن أن         :نفرض أن :  2مرحلة 

 .                 ومنه      متزايدة تماما على  و الدالة        لدينا 

 ( 2........)         :مما يعني أن 

       : و حسب مبدأ البرهان بالتراجع نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ( 2)و ( 1)من 

 ℕمتزايدة تماما على       و منه المتتالية                   :لدينا 
 .متقاربة  و محدودة فهيℕمتزايدة تماما على       المتتاليةبما أن 

                 :لدينا 
  

 
 .             و  

          و منه 
  

 
             

  

 
    . 

 .                       :و عليه 
 .                    :أي                       :إذا 

 .        : و منه 
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 2024/  2023رياضي       تصحيح الموضوع الثاني في مادة الرياضيات           الموسم الدراسي:  3الشعبة: 

 

 

 نقاط(:  4التمرين الأول )

  0,25.........الإجابة    ج                                                               ................................................ – 1

𝑃(𝐴)التعليل :                                       =
𝐴2

1×𝐴5
2

𝐴6
3 =

1

3
        .....................................................0,5+0,25  

  0,25.....................................................الإجابة    أ                                                                .... – 2

𝐶1التعليل:                                                         
1 × 𝐶11

3 = 165 .................................................0,5+0,25  

  0,25.....................................................                                الإجابة   ب                                    – 3

=معناه     Z=2التعليل: من أجل       −2 + 2𝑖 S      : أي𝑆 = 2√2 (cos (
3𝜋

4
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(

3𝜋

4
)) ....................0,25  

𝑆2024حسب موافر :               = (2√2)
2024

(cos(1518𝜋) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(1518𝜋))  : لكن 

                       {

cos(1518𝜋) = cos(0) = 1
sin(1518𝜋) = sin(0) = 1

𝑆2024 = (2√2)
2024

  2*0,25ومنه العدد المطلوب حقيقي.....................................      

  0,25.........................................................                                                  الإجابة   ج              – 4

𝑥أولا نقوم بحل الجملة :  نجد :            التعليل:        = 105𝑘 + 29  .....................................................0,5  

𝑥نجد :  k=-1من أجل                     = −76                    ...............................................................0,25  

 نقاط (: 4التمرين الثاني ) 

421√:  لدينا     421دراسة أولية العدد  – 1 = 20,51              . 

 باقي القسمة  يمثل rويمثل حاصل القسمة  qحيث  20ولية الأصغر من الذي يمثل الاعداد الأ aعلى  421لنقسم العدد      

لنشكل الجدول التالي:         

 

                                  

  0,25.........................................................................أولي     ... 421بما أن البواقي كلها غير معدومة إذن العدد 

}المعادلة المعطاة :   ℕ2حل في المجموعة 
4𝑚 + 3𝑛 = 𝑚 × 𝑛 − 409

𝑚 > 𝑛
𝑚تكافئ :   × 𝑛 − 4𝑚 − 3𝑛 = 409 

}تكافئ :                                               
(𝑚 − 3)(𝑛 − 4) = 421

𝑚 − 3 > 𝑛 − 4
 أولي إذن : 421بما أن  

 2*0,25المعادلة                          ...................................................... وهي حلول        n=5و m=424نجد:   

;290قواسم هي :  3معناه العدد له  841=229 : بما أن 841أ / تعيين قواسم العدد  – 2 291;  لي : وبالتا 292

                                                     𝐷841 = {1; 29; 841}     ...................................................0,25  

;𝑥: يعني تعيين الضلعين  ABCب / تعيين المثلث       𝑦 . 

 1ص

19 17 13 11 7 5 3 2 a 

22 24 32 38 60 84 140 210 q 

3 13 5 3 1 1 1 1 r 

التنقيط    ـــــــــــــة                             الإجابــــــــــــــــــــــــــة    النموذجيــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    
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𝑥2بما أن المثلث قائم حسب فيتاغورس لدينا :             = 𝑦2 + 𝑥)معناه  292 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 841 .................0,25*2  

𝑥لكن           + 𝑦 > 𝑥 − 𝑦  : هذا يعني{
𝑥 + 𝑦 = 841

𝑥 − 𝑦 = 1
𝑦معناه   = 420   ;   𝑥 = 421    ............................0,25*3 

;𝑃𝐺𝐶𝐷(421ج / تبيان أن     29; 420) = 1 : 

 أولي فهو أولي مع كل الاعداد التي 29معناه أنهما أوليان فيما بينهما كذلك العدد  تتابعانم 421و 420بما أن العددان      

𝑃𝐺𝐶𝐷(421,29,420)ليست من مضاعفاته و بالتالي       = 𝑃𝐺𝐶𝐷(1,29) = 1 .........................................0,25  

α                                  :        𝛼استنتاج قيمة  – 3 = 175217   .....................................................0,5  

  b=9 ........................................0,25*2بالنسبة للعملية الثانية نجد:  a=7: بالنسبة للعملية الأولى نجد: bو aأ/ تعيين  – 4

  0,25ي فهي محققة     ..............................................................ب / تحقق من صحة العمليتين في النظام العشر     

 0,25التفسير الهندسي: العملية الأولى تمثل محيط المثلث أما الثانية تمثل مساحة المثلث ......................................          

 نقاط(: 5التمرين الثالث )

𝛼الطبيعية :  αتعيين قيمة – 1 = 0                                       ............................................................0,25  

𝑈𝑛أ / البرهان بالتراجع أن  – 2  > 0                                    .............................................................0,25*2  

  0,25الفرق   ........................................................................... إشارةب / دراسة اتجاه تغير المتتالية ندرس       

  0,25..........................استنتاج أن المتتالية متقاربة مما سبق              .................................................            

n  :𝑈𝑛+1ج/ تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي       ≤
2

3
𝑈𝑛  معناه𝑈𝑛+1 −

2

3
𝑈𝑛 ≤ 0  

−يكافئ                                                       
2

3

(𝑈𝑛)2

(𝑈𝑛+6)
≤ 0  ...........................................................0,5  

𝑈𝑛د/ استنتاج أن:       ≤ 6 (
2

3
)

𝑛

𝑈1نجد       n=0:   من العلاقة السابقة  من أجل  ≤
2

3
𝑈0  

𝑈2نجد      n=1من أجل                                                                     ≤
2

3
𝑈1  

                                                                       "                 "         " 

𝑈𝑛      نجد  n-1من أجل                                                                     ≤
2

3
𝑈𝑛−1 

𝑈𝑛بالضرب طرف لطرف مع الاختزال نجد :                ≤ 6 (
2

3
)

𝑛

  ..........................................................0,25  

limحساب النهاية :           𝑈𝑛 = 1−لأن   0 <
2

3
<   0,25متتالية هندسية      .......................................... أساس 1

𝑈𝑛برهان بالتراجع أن  – 3 =
2

4

3
(

3

2
)

𝑛
−1

        ...............................................................................0,25*2  

limحساب النهاية من جديد :        𝑈𝑛 = لأن :  0
3

2
>   0,25متتالية هندسية        ........................................... أساس   1

𝑞و الأساس  a=-2هندسية : نجد  (𝑉𝑛)حتى تكون المتتالية  aأ/ تعيين قيمة – 4 =
3

2
𝑉0و   =

4

3
 ............................0,25*3  

;  𝑈𝑛ب/       𝑉𝑛  بدلالةn   :𝑉𝑛 =
4

3
(

3

2
)

𝑛

𝑈𝑛و         =
2

4

3
(

3

2
)

𝑛
−1

      ................................................0,25*2 

limحساب النهاية من جديد:         𝑈𝑛 = limلأن                0 𝑉𝑛 = +∞        ...........................................0,25  
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n  :            𝑆𝑛ج/ كتابة المجاميع بدلالة  = (
3

2
)

𝑛

−
1

4
𝑛 −

11

12
          ........................................................0,25  

                                                 𝑆′𝑛 =
2

3
[3𝑛+1 − 1]         .........................................................0,25  

 نقاط(: 7التمرين الرابع )

 الأول: الجزء

 : 𝑔دراسة تغيرات الدالة  - 1

limأولا النهايات:                    
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞     ;    lim
𝑥

>
→0

𝑔(𝑥) = +∞    .................................0,25*2  

𝑔′(𝑥)ثانيا اتجاه التغير :              =
2𝑥2−1

𝑥
                      ...................................................0,25  

                   𝑔′(𝑥) =  معناه       :   0

 

 

𝑥من أجل كل                   ∈ ]0 ,
√2

2
 متناقصة تماما. 𝑔الدالة   ]

𝑥من أجل كل                   ∈ ]
√2

2
 ;   0,25.............................................  متزايدة تماما             𝑔الدالة   ]∞+ 

  0,25...........................................                                                    التغيرات:  ثالثا تشكيل جدول          

𝑔حيث :              (
√2

2
) = 0,84   . 

 

 

 

 

𝑥 تبيان أنه من أجل كل – 2 > 𝑔(𝑥)فإن  0 > 0 : 

𝑥عند  0,84قيمة حدية صغرى  𝑔من جدول التغيرات نلاحظ أن للدالة     =
√2

2
𝑔(𝑥)و بالتالي    > 0 . 

  0,25جدول الإشارة يكون كما يلي:                                   .............................................و عليه 

 

 الجزء الثاني:

limأ/ حساب النهايات:        – 1
𝑥

>
→0

𝑓(𝑥) = −∞      ;   lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞             ............................0,25*2  

𝑥يقبل محور التراتيب مقارب له معادلته  (𝐶)تفسير النهاية الثانية : المنحنى            = 0    ...........................0,25   

limب/ تبيان أن:     
𝑥→+∞

1+ln (𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
+

ln (𝑥)

𝑥
=   0,25حسب التزايد المقارن             ......................... 0

𝑓(𝑥)بيانيا : لدينا        ةتفسير النتيج          = 𝑥 − 1 +
1+ln (𝑥)

𝑥
limمعناه  

𝑥→+∞
[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = lim

𝑥→+∞

1+ln (𝑥)

𝑥
 

𝑦يقبل مقارب مائل معادلته  (𝐶)و بالتالي المنحنى                 = 𝑥 − 1           .....................................0,25  
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1البسط  إشارةالفرق من  إشارةج/ دراسة الوضع النسبي :     + ln (𝑥)  معناه𝑥 = 𝑒−1 . 

  ة:الإشارجدول         

            

       

𝑥من أجل كل    ∈ ]0   ;   𝑒−1[   المنحنى(𝐶)  يقع تحت(∆)  

𝑥من أجل كل         > 𝑒−1   المنحنى(𝐶)    0,25.              ............................................................ (∆)يقع فوق  

𝑓′(𝑥)أ/  – 2 =
𝑔(𝑥)

𝑥2                                                          ...........................................................0,25  

  0,25...متزايدة تماما                                 ..................................................... 𝑓استنتاج اتجاه التغير : الدالة      

 0,25........ب/ تشكيل جدول التغيرات:                                                                  ....................................  

 

𝑓(𝑥)ج/ تبيان أن المعادلة    =   0,25.................:   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ...........................αتقبل حلا وحيدا  0

𝑦:   (𝑇)أ/ كتابة معادلة المماس – 3 = 𝑥  عند النقطة𝐴(1; 1)                             .......................................0,25  

 نقطة انعطاف:  Hب/ تبيان أن المنحنى يقبل     

𝑓"(𝑥)نجد:                  =
2 ln(𝑥)−1

𝑥3   و𝐻(√2  ; 1,55)                               .......................................0,25  

  0,25*3:                                   .....................................(𝑇)و المماس  (∆)والمقارب  (𝐶)ج/ انشاء المنحنى    

 

        

𝑚المستقيم يتقطعان في نقطة على الأكثر هي : بحيث المنحنى و  mقيم  – 4 ∈ ]−∞ ; −1] ∪ [0  ;  +∞[ ..................0,25  

𝐴: نجد  Aحساب المساحة  – 5  =
3

2
𝑐𝑚2         ...................................................................................0,25  

 

  4ص 

 



𝑢(𝑥)إذا وضعنا (: 1قة )أ/ تفسير بياني للعلا– 6 = 𝑓(|𝑥|)  معناهℎ(𝑥) + 𝑢(𝑥) = 2 × 1  

𝑦متناظران بالنسبة للمستقيم الذي معادلته  (𝐶𝑢) ; (𝐶ℎ)هذا يعني                                      = 1 .......................0,25  

 نحناها البياني يكون كما يلي :زوجية م 𝑢(𝑥)علما أن الدالة                              

𝑥من أجل كل          >  متطابقان , (𝐶𝑢)و  (𝐶)المنحنيين  0

𝑥من أجل كل         <  بالتناظر بالنسبة لمحور التراتيب . (𝐶𝑢)نكمل رسم  0

ℎ    :ℎ(𝑥)ب/ تعيين العبارة الدستورية للدالة     = 2 −
1

|𝑥|
[𝑥2 − |𝑥| + 1 + 𝑙𝑛|𝑥|]   .....................................0,25  

  0,25في معلم جديد:                                                                              ........................... (𝐶ℎ)ج/ انشاء    

 

  𝑢                                         :                  .........................................0,25تشكيل جدول تغيرات الدالة  

 

 انتهى
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الشعبية الديمقراطية الجزائرية الجمهورية
التجريبي البكالوريا إمتحان
2024م مــــــــــاي دورة:

ريــاضيات الشعبة:

الوطنية التربية وزارة
جيجل لولاية التربية مديرية

-جيجل الأولى المقاطعة

د و30 سا 4 المدة: الرياضيات مادة: في اختبار

التاليين: الموضوعين أحد يختار أن المترشح على
الأوّل: الموضوع

نقاط) 05) الأول: التمرين
D و C ، B ، A النقط نعتبر (O;−→u ,−→v

) والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المركب المستوي في /I
. ZD = −ZA و ZC = −1 + i ، ZB = ZA ، ZA = 1 + i الترتيب: على لواحقها

. ZD و ZB من لكل الأسي الشكل استنتج ثم الأسي الشكل على ZC و ZA العددين من كلا اكُتب ا/ /1
المميزة. عناصرها معينا (Γ) الدائرة نفس إلى تنتمي D و C و B و A النقط أن استنتج ب/

. ABC المثلث طبيعة استنتج ثم الأسي، الشكل على ZB − ZA

ZC − ZA

العدد اكُتب ا/ /2
. ABDC الرباعي طبيعة استنتج ثم ، −→AC شعاعه الذي بالإنسحاب B صورة عين ب/

R يمسح حقيقي عدد θ بحيث Z = ZAe
iθ تحقق: التي Z اللاحقة ذات M النقط مجموعة أن بين /3

. (Γ) الدائرة نفسها هي

المركبة: بالأعداد مرقمة باللمس، بينها التمييز يمكن لا متماثلة كريات عشرة وعاء في نضع /II
. −

√
5 ، √

5 ، −2 ، 2 ، −3i ، 3i ، ZD ، ZC ، ZB ، ZA

الوعاء. هذا من واحد آن في كريتين عشوائيا نسحب

صرفا» حقيقيا عددا منهما كل تحمل المسحوبتان «الكريتان E الحدثين: احتمال احُسب /1
«−π

2 ≤ θ ≤ π

2 حيث: θ عمدة له مركبا عددا منهما كل تحمل المسحوبتان «الكريتان F

. PF(E) احُسب ا/ /2
إجابتك. برّر مستقلان؟ F و E الحدثان هل ب/

نقاط) 04) الثاني: التمرين
مضاعفا Mn = 4C2

n+1 −A2
n+3 + 2 العدد: يكون أجلها من التي n المعدوم غير الطبيعي العدد قيم عين /1
( n2 + 4n+ 3 = (n+ 2)2 − 1 : N من n كل أجل من أنه (لاحظ . 7 للعدد

. 7 على 5n للعدد الإقليدية القسمة بواقي n الطبيعي العدد قيم حسب ادُرس /2
. Tn = 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸

رقمًا (n+1)

بالشكل: خمسة الأساس ذو العد نظام في يكُتب الذي Tn الطبيعي العدد ليكن /3

. PGCD (Tn; 5n) = 1 أن: استنتج ثم ، 4Tn = 5n+1 − 1 : n طبيعي عدد كل أجل من أنه أثبت ا/
. ( Tn ≡ 2m [7] ) يكافئ ( 4Tn ≡ m [7] ) أن: بين طبيعيا. عددا m ليكن ب/

6 من 1 صفحة
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. 7 على N = T2024 + 2T1445 للعدد: الإقليدية القسمة باقي استنتج ج/

. (En) · · · 5nx+ Tny = 1 المعادلة: Z2 في نعتبر ، n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من /4
. (E2) المعادلة Z2 في حل ثم ، Z2 في حلا الأقل على تقبل (En) المعادلة أن بين •

نقاط) 04) الثالث: التمرين

−1 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

4

5

6

(Cf)

(∆)

x

y أجل ومن u0 = 1 بــ المعرفة المتتالية (un) لتكن
. un+1 = une

1− 1
4un : n طبيعي عدد كل

المعلم إلى منسوب المستوي المقابل الشكل في
حيث:

(
O; i⃗, j⃗

)
والمتجانس المتعامد

بــ: R على المعرفة f للدالة البياني التمثيل هو (Cf)

، f(x) = xe1−1
4x

. y = x معادلة ذو المستقيم هو (∆) و

من x كل أجل من أنه بين بيانية، بقراءة ا/ /1
. f(x) ∈ [0; 4] فإن: [0; 4] المجال

حامل على مثل ثم المقابل، الشكل انُقل ب/
الأولى الأربعة الحدود الفواصل محور

.(un) للمتتالية
الإنشاء) خطوط مبرزا حسابها (دون

وتقاربها. (un) المتتالية تغير إتجاه حول تخمينا ضع ج/

. 0 < un ≤ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من أنه بالتراجع برهن ا/ /2
. (un) المتتالية تغير إتجاه استنتج ثم un+1

un

≥ 1 : n طبيعي عدد كل أجل من أنه بين ب/

. lim
n→+∞un احُسب ثم متقاربة، (un) المتتالية أن استنتج /3

. Sn = u0 + u1 + · · ·+ un−1 نعتبر: ، n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من /4
. un = en−

1
4Sn : N∗ من n كل أجل من أنه أثبت ا/

. lim
n→+∞

Sn

n
= 4 أن: بين ب/

6 من 2 صفحة
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نقاط) 07) الرابع: التمرين

−4 −3 −2 −1 1

−1

1

2

3

4 (Γ)

(D)

α x

y للدالة البياني التمثيل هو (Γ) المقابل: الشكل I/في
x 7−→ (2x+ 2)ex بــ: R على المعرفة

. y = x+ 2 معادلة ذو المستقيم هو (D) و
α و 0 فاصلتيهما نقطتين في يتقاطعان (D) و (Γ)

. −2.3 < α < −2.2 حيث

. (D) إلى بالنسبة (Γ) وضعية حدد بيانية، بقراءة /1
إشارة: R من x قيم حسب استنتج /2

. g(x) = −x− 2 + 2(x+ 1)ex

بـالعبارة: R على المعرفة الدالة f II/لتكن
f(x) = x(ex − 1)2

المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cf) و
.
(
O; i⃗, j⃗

)
والمتجانس المتعامد المعلم إلى

. lim
x→+∞ f(x) و lim

x→−∞ f(x) احُسب ا/ /1
. −∞ عند (Cf) لــ مائل مقارب y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم أن بين ب/

. (∆) إلى بالنسبة (Cf) وضعية ادُرس ج/
R على تماما متزايدة f الدالة أن استنتج ثم ، x(ex − 1) ≥ 0 : x حقيقي عدد كل أجل من أنه بين /2

تغيراتها. جدول وشكّل
نقطتي يقبل (Cf) المنحنى أن استنتج ثم ، f′′(x) = 2exg(x) : x حقيقي عدد كل أجل من أنه أثبت /3

فاصلتيهما. معينا إنعطاف
الذي الوحيد المماس أنه أثبت ثم ، 0 الفاصلة ذات النقطة عند (Cf) للمنحنى (T) المماس معادلة اكُتب /4

المبدأ. من يمر
( 2cm الوحدة: ) بدقة. (Cf) و (∆) أنشئ ا/ /5

مختلفة. حلول ثلاثة f(x) = mx المعادلة تقبل بحيث m الحقيقي العدد قيم عين ب/

.
∫ ln 2

0
x.ex(ex − 2)dx =

1
4(5 − 8 ln 2) أن: بين بالتجزئة المكاملة باستعمال ا/ /6

x = ln 2 و x = 0 والمستقيمات: (Cf) بالمنحنى المحدد المستوي الحيز مساحة cm2 بــ استنتج ب/
. y = x و

الأوّل. الموضوع انتهى

6 من 3 صفحة
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الثاّني: الموضوع

نقاط) 04) الأول: التمرين
و حمراء كريات ثلاث U2 صندوق ويحتوي خضراء، كريات وثلاث حمراوين كريتين U1 صندوق يحتوي

باللمس. بينها التفريق يمكن لا متماثلة، الكريات كل بحيث خضراوين؛ كريتين
لونها؛ ونسجل U1 الصندوق من واحدة كرية نسحب يلي: كما كريات ثلاث نسحب

، U1 من واحد آن في كريتين نسحب ثم U1 الصندوق إلى نعيدها حمراء كانت فإذا
. U2 من واحد آن في كريتين نسحب ثم U2 الصندوق داخل نضعها خضراء كانت وإذا

المقابلة: الإحتمالات شجرة أتمم ثم انُقل /1
( V بــ وللخضراء R بــ الحمراء للكريات (نرمز

التاليين: الحدثين احتمال احُسب /2
اللون» نفس من المسحوبة الثلاث «الكريات A
الأقل» على حمراء كرية على «الحصول B

. PA(U2) =
3
4 أن: بينّ /3

لثلاث سحب عملية بكل يرفق الذي العشوائي المتغير X ليكن /4
. U1 الصندوق في المتبقية الخضراء الكريات عدد كريات

. 3 و 2 ، 1 هي: X العشوائي المتغير قيم أن برّر ا/
أمله احُسب ثم X العشوائي المتغير احتمال قانون عينّ ب/

. E(X) الرياضياتي
. P (CX

3 = 3
) الاحتمال: احُسب ج/

•

U2

VV

· · ·
RV

9
15

RR
· · ·

· · ·

U1

VV

· · ·
RV

· · ·

RR1
10

2
5

نقاط) 04 .5) الثاني: التمرين
C و I ، A النقط نعتبر ؛ (O;−→u ,−→v

) والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المركب المستوي في /I
. ZC = i و ZI = −1 ، ZA = −2 الترتيب: على لواحقها

.
(−→
AO;−→AB

)
=
π

8 حيث: (γ) من نقطة B و ، 1 قطرها ونصف I مركزها التي الدائرة (γ)

(2cm (الوحدة . (γ) الدائرة أنشئ ثم ، C و I و A النقط علمّ /1
. ZB لــ الجبري الشكل استنتج ثم ، π

4 هي: له عمدة أن وبين ZB + 1 المركب العدد طويلة استنتج /2
تستنتج؟ ماذا حقيقي. ZB + 1

i+ 1 العدد أن أثبت /3

. Z′ =
i(Z+ 2)
Z+ 1 حيث: Z′ اللاحقة ذات M′ النقطة Z اللاحقة ذات I عن تختلف M نقطة بكل II/نرفق

. arg(Z′) =
π

2 +
(−→
MI;−−→MA

)
أن أثبت ا/ /1

صرفا. تخيليا Z′ يكون بحيث M النقط مجموعة عين ب/

6 من 4 صفحة
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. Z′ − i =
i

Z+ 1 أن أثبت ا/ /2
. θ ∈ ]−π;π] حيث Z = −1 + eiθ نضع ب/

تعيين يطُلب (γ′) دائرة تمسح M′ النقطة فإن (γ) الدائرة M النقطة تمسح عندما أنه استنتج •
قطرها. ونصف مركزها

نقاط) 04 .5) الثالث: التمرين
. 16 على 20092 للعدد الإقليدية القسمة باقي عين ا/ /1

. 20098001 ≡ 2009 [16] أن: استنتج ب/ u0 = 20092 − 1

un+1 = (un + 1)5
− 1

كالتالي: N على (un) المتتالية نعرف /2

. 5 على القسمة يقبل u0 أن بين ا/
. un+1 = un [u4

n + 5 (u3
n + 2u2

n + 2un + 1)] أن: الحد ثنائي دستور باستعمال بين ب/
. 5n+1 لــ مضاعف un فإن n طبيعي عدد كل أجل من أنه بالتراجع برهن ج/

. u3 = 2009250 − 1 أن: تحقق ا/ /3
. 20098001 ≡ 2009 [625] و 2009250 ≡ 1 [625] أن: استنتج ب/

معدومة. غير صحيحة أعدادا c و b و a لتكن ا/ /4
.bc للجداء مضاعف a فإن PGCD(b; c) = 1 وكان c و b لـ مضاعفا a كان إذا أنه برهن

. 10000 على القسمة يقبل 20098001 − 2009 أن: بين ب/

نقاط) 07) الرابع: التمرين
. g(x) = ln

(
x+ 1
x

)
−

1
x+ 1 بــ: ]0;+∞[ المجال على المعرفة الدالة g I/نعتبر

تغيراتها. جدول شكّل ثم g الدالة تغيرات ادُرس /1
. g(x) > 0 يكون: ]0;+∞[ المجال من x كل أجل من أنه استنتج /2

f(x) = x ln
(
x+ 1
x

)
+ x+ 1 ; x > 0

f(0) = 1
بــ: [0;+∞[ المجال على المعرفة الدالة f II/لتكن

.
(
O; i⃗, j⃗

)
والمتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cf)

. lim
x→+∞ f(x) استنتج ثم ، lim

x→+∞ x ln
(
x+ 1
x

)
= 1 أن: بين ا/ /1

. +∞ عند (Cf) لــ مائل مقارب y = x+ 2 المعادلة ذو (∆) المستقيم أن بين ب/

6 من 5 صفحة
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هندسيا. النتيجة فسّر ثم ، 0 يمين على f الدالة إشتقاق قابلية ادُرس ا/ /2
الدالة تغير إتجاه استنتج ثم ، f′(x) = g(x) + 1 يكون: ]0;+∞[ المجال من x كل أجل من أنه بين ب/

تغيراتها. جدول وشكّل f

( 2cm الوحدة: ) بدقة. (Cf) و (∆) أنشئ ثم ، f(1) احُسب /3
هي F(x) =

1
2xf(x)−

1
2 ln (x+ 1)+ x بالعبارة: ]0;+∞[ المجال على المعرفة F الدالة أن بين ا/ /4

. ]0;+∞[ المجال على f للدالة أصلية دالة
x = 1 و x =

1
2 والمستقيمات: (Cf) بالمنحنى المحدد المستوي الحيز مساحة cm2 بــ استنتج ب/

. y = 0 و

. un =

(
1 +

1
n

)n

بــ: N∗ على المعرفة المتتالية (un) لتكن /5
. un = ef(n)−n−1 يكون: n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من أنه بينّ ا/

ب/)] /2 / II ) السؤال نتيجة من الإستفادة [يمكنك تماما. متزايدة (un) المتتالية أن أثبت ب/
تستنتج؟ ماذا ، lim

n→+∞un = e أن: بينّ ج/

الثاني. الموضوع انتهى

التنقيط: وسلم النموذجية الإجابة مع إلكترونيا، الموضوع على الإطلاع رابط
مباشرة) الإختبار فترة انتهاء بعد النموذجية الإجابة (ترُفع

البكالوريا,, شهادة في للجميع ,,بالتوفيق

6 من 6 صفحة



الرياضيات): (شعبة الرياضيات مادة في -2024 -مــــاي التجريبية للبكالوريا النموذجية الإجابة

الأول: الموضوع

نقاط) 05) الأول: التمرين
الأسي: الشكل على الأعداد كتابة ا/ /1/I

إذن: k ∈ Z حيث arg(ZA) =
π

4 + 2kπ و |ZA| =
√

2 لدينا:

• ZA =
√

2ei
π
4 .
فإن: arg(ZC) = θ بوضع و |ZC| =

√
2 ولدينا:

θ = π−
π

4 + 2kπ =
3π
4 + 2kπ وبالتالي:


cosθ = −

√
2

2
sinθ =

√
2

2
• ZC =

√
2ei

3π
4 . إذن:

•ZB = ZA =
√

2e−i
π
4 = ZB . الإستنتاج:

•ZD = −ZA = eiπ
√

2ei
π
4 =

√
2ei(π+

π
4 ) =

√
2ei

5π
4 = ZD

الإستنتاج: ب/
، |ZA| = |ZB| = |ZC| = |ZD| =

√
2 لدينا:

مركزها التي (Γ) الدائرة نفس إلى Dتنتمي و C و B و A النقط إذن:
. r =

√
2 قطرها ونصف O المبدأ

الأسي: الشكل على العدد كتابة ا/ /2
. ZB − ZA

ZC − ZA

=
1 − i− 1 − i

−1 + i− 1 − i
=
−2i
−2 = i = ei

π
2

: ABC المثلث →−)طبيعة
AC;−→AB

)
=

π

2 + 2kπ ; k ∈ Z أن: نستنتج الأسي الشكل من
ومتساوي A في قائم مثلث هو ABC المثلث إذن ، AB = AC وأن:

الساقين.

: −→AC شعاعه الذي بالإنسحاب B النقطة صورة ب/
−→
BM =

−→
AC أن: معناه وذلك ، Z اللاحقة ذات M ولتكن

إذن: Z− ZB = ZC − ZA وعليه:
Z = ZC −ZA +ZB = −1 + i− 1 − i+ 1 − i = −1 − i = ZD

. D النقطة هي −→
AC شعاعه الذي بالإنسحاب B النقطة صورة إذن

الإستنتاج:
أضلاع، متوازي ABDC فالرباعي −→

BD =
−→
AC لدينا

الساقين، ومتساوي A في قائم مثلث هو ABC المثلث أن وبما
مربع. ABDC الرباعي إذن

النقط: مجموعة /3
Z = ZAe

iθ =
√

2ei
π
4 eiθ =

√
2ei(π

4 +θ) لدينا:
Z =

√
2e−i(π

4 +θ) =
√

2ei(−π
4 −θ) =

√
2eiθ′ ; θ′ = −

π

4 −θ ومنه:
العلاقة: تصُبح وعليه كذلك، R يمسح θ′ فإن R يمسح θ لما

OM =
√

2 أي: |Z| =
√

2 أن: معناه وذلك Z =
√

2eiθ′ ;θ′ ∈ R

قطرها نصف و O المبدأ مركزها التي الدائرة Mهي النقط مجموعة إذن
. (Γ) الدائرة نفسها وهي √

2

واحد، آن في كريتين منه عشوائيا ونسحب كريات عشر به وعاء /II
. C2

10 = 45 هو: للسحب الكلية الحالات عدد إذن

الإحتمالات: حساب /1
إذن: 4 هو الوعاء في الصرفة الحقيقية الأرقام عدد : E الحدث

•P(E) = C2
4

45 =
6
45 =

2
15.

معناه
[
−
π

2 ; π2

]
المجال: إلى تنتمي عمدة له مركب عدد : F الحدث
إذن: 6 هو الكيس في وعددها موجب، الحقيقي جزؤه

•P(F) = C2
6

45 =
15
45 =

1
3.



•PF(E) =
P(E∩ F)

P(F)
=
C2

2
15 =

1
15. الشرطي: الإحتمال ا/ /2

. PF(E) ̸= P(E) لأن: مستقلين، غير F و E الحدثان ب/
( P(E)× P(F) =

2
45 ̸= P(E∩ F) لأن: نقول أو )

نقاط) 04) الثاني: التمرين

: 7 لــ مضاعفا Mn العدد يكون بحيث N∗ من n قيم تعيين /1
•Mn = 4C2

n+1 −A2
n+3 + 2 = 4 (n+ 1)!

2!(n− 1)! −
(n+ 3)!
(n+ 1)! + 2 لدينا:

= 2(n+ 1)n− (n+ 3)(n+ 2) + 2

= 2n2 + 2n− n2 − 3n− 2n− 6 + 2 = n2 − 3n− 4 = Mn

n2 − 3n− 4 ≡ 0 [7] ومنه: Mn ≡ 0 [7] معناه 7 للعدد مضاعف Mn

(n+ 2)2 − 1 ≡ 0 [7] أي: n2 + 4n+ 3 ≡ 0 [7] وبالتالي:
فإن: أولي، عدد 7 أن وبما (n+ 1)(n+ 3) ≡ 0 [7] ومنه:

n ≡ −3 [7] أو n ≡ −1 [7] ومنه: n+ 3 ≡ 0 [7] أو n+ 1 ≡ 0 [7]
. n ∈ {7k+ 4; 7k+ 6 / k ∈ N} إذن: n ≡ 4 [7] أو n ≡ 6 [7] أي:

الإقليدية: القسمة بواقي دراسة /2
54 ≡ 2 [7] و 53 ≡ 6 [7] و 52 ≡ 4 [7] و 51 ≡ 5 [7] و 50 ≡ 1 [7] لدينا:

وعليه: 56 ≡ 1 [7] و 55 ≡ 3 [7] و

n = 6k 6k+ 1 6k+ 2 6k+ 3 6k+ 4 6k+ 5 k ∈ N

5n ≡ 1 5 4 6 2 3 [7]

: 4Tn = 5n+1 − 1 أن الإثبات ا/ /3
• Tn = 50 + 51 + · · ·+ 5n = 50

(
5n+1 − 1

5 − 1

)
=

1
4 (5n+1 − 1)

. 4Tn = 5n+1 − 1 : n طبيعي عدد كل أجل من إذن

، 5 × 5n − 4 × Tn = 1 ومنه 4Tn = 5n+1 − 1 لدينا الإستنتاج:
. PGCD (5n; Tn) = 1 بيزو: مبرهنة حسب إذن

طبيعيا: عددا m ليكن التكافؤ: إثبات ب/
. Tn ≡ 2m [7] يكافئ 8Tn ≡ 2m [7] يكافئ 4Tn ≡ m [7]

: 7 على N العدد قسمة باقي استنتاج ج/
2025 = 337(6) + 3 أن: وبما 4T2024 = 52025 − 1 لدينا:

T2024 ≡ 10 [7] إذن: 4T2024 ≡ 5 [7] وبالتالي: 52025 ≡ 6 [7] فإن:
(1) · · · T2024 ≡ 3 [7] أي:

1446 = 241(6) أن وبما 4T1445 = 51446 − 1 ولدينا:
T1445 ≡ 0 [7] إذن: 4T1445 ≡ 0 [7] وبالتالي: 51446 ≡ 1 [7] فإن:

(2) · · · 2T1445 ≡ 0 [7] ومنه:
. 3 هو 7 على N قسمة باقي إذن N ≡ 3 [7] نجد: (2) و (1) من

حلولا: تقبل (En) · · · 5nx+ Tny = 1 المعادلة أن تبيان /4
. Z2 في الأقل على حلا تقبل (En) المعادلة إذن PGCD (5n; Tn) = 1 لدينا

T2 =
1
4(5

3 − 1) = 31 ولدينا: 52 = 25 لدينا: : (E2) المعادلة حل

نجد: بالطرح

 52x+ T2y = 1

52(5) + T2(−4) = 1
: 3/أ/ السؤال حسب لدينا

ومنه: 52(x−5) = −T2(y+4) · · · (∗) ومنه: 52(x−5)+T2(y+4) = 0
x− 5 يقسم T2 فإن: PGCD(52; T2) = 1 أن: وبما 52(x− 5) يقسم T2

x = 31k+ 5 ; k ∈ Z إذن: x− 5 = T2.k ;k ∈ Z أي:
52.k = −y− 4 ومنه: 52.31k = −31(y+ 4) نجد: (∗) بالتعويضفي
الثنائيات: هي (E2) المعادلة حلول إذن y = −25k− 4 ; k ∈ Z إذن:

. k ∈ Z بحيث (x;y) = ( 31k+ 5 ; −25k− 4 )



نقاط) 04) الثالث: التمرين

من ومنه [0; 4] المجال على تماما متزايدة f الدالة البياني: التمثيل خلال من ا/ /1
0 ≤ f(x) ≤ 4 أي f(0) ≤ f(x) ≤ f(4) فإن: المجال هذا من x كل أجل

. f(x) ∈ [0; 4] إذن:
: (un) للمتتالية الأولى الأربعة الحدود تمثيل ب/

1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

f(x)y = x

y

x
u0 u1 u2 u3

التخمين: ج/
. 4 نحو ومتقاربة تماما متزايدة (un) المتتالية أن نخمن التمثيل خلال من

. P(n) : 0 < un ≤ 4 الخاصية نسمي بالتراجع: البرهان ا/ /2
. n طبيعي عدد كل أجل من صحتها ولنثبت

صحيحة. P(0) أي: 0 < u0 ≤ 4 أي: u0 = 1 : n = 0 أجل من لدينا -
0 < un ≤ 4 أي: n كيفي طبيعي عدد أجل من P(n) صحة لنفرض -

. 0 < un+1 ≤ 4 أي: 0 < f(un) ≤ 4 ومنه:
صحيحة. P(n+ 1) فإن صحيحة P(n) كانت إذا إذن

. 0 < un ≤ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من إذن •
: un+1

un

≥ 1 أن تبيان ب/
un+1

un

= e1− 1
4un : n طبيعي عدد كل أجل من لدينا

1 > 1 −
1
4un ≥ 0 ومنه: 0 < un ≤ 4 أن: وبما

. un+1

un

≥ 1 أي: e > e1−1
4un ≥ 1 فإن:

التغير: إتجاه استنتاج
حدود ذات (un) أن وبما un+1

un

≥ 1 : n طبيعي عدد كل أجل من لدينا
. N على متزايدة (un) المتتالية فإن موجبة،

متقاربة: (un) أن إستنتاج /3
متقاربة. هي إذن الأعلى، من ومحدودة متزايدة (un) المتتالية لدينا

النهاية: حساب
حقيقي. عدد a حيث lim

n→+∞un = a معناه: متقاربة (un) المتتالية
1 −

1
4a = 0 ومنه: 1 = e1− 1

4a وبالتالي: a = ae1−1
4a ومنه:

. lim
n→+∞un = 4 إذن: a = 4 إذن:

Sn = u0 + u1 + · · ·+ un−1 /4

العام: الحد عبارة إثبات ا/
un+1

un

= e1−1
4un : N∗ من n كل أجل من لدينا :1 الطريقة



un = 4 − 4 ln
(
un+1

un

)
إذن: 1 −

1
4un = ln

(
un+1

un

)
ومنه:

Sn = u0 + u1 + · · ·+ un−1 وبالتالي:
= 4 − 4 ln

(
u1

u0

)
+ 4 − 4 ln

(
u2

u1

)
+ · · ·+ 4 − 4 ln

(
un

un−1

)
= (4 + 4 + · · ·+ 4)−4

(
ln
(
u1

u0

)
+ ln

(
u2

u1

)
+ · · ·+ ln

(
un

un−1

))
= 4n− 4 ln

(
u1 × u2 × · · · × un

u0 × u1 × · · · × un−1

)
= 4n− 4 ln (un)

. un = en−
1
4Sn إذن: 4n− Sn = 4 ln (un) وعليه:

بالتراجع) (البرهان :2 الطريقة
. P(n) : un = en−

1
4Sn الخاصية: نسمي

. n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من صحتها ولنثبت
u1 = u0e

1− 1
4u0 = e

3
4 جهة: من لدينا : n = 1 أجل من -

صحيحة. P(1) إذن: e1− 1
4S1 = e1−1

4u0 = e
3
4 أخرى: جهة ومن

un = en−
1
4Sn أي: كيفي، N∗ من n أجل من P(n) صحة نفرض -

un+1 = une
1− 1

4un = en−
1
4Sne1− 1

4un = en+1− 1
4(Sn+un) لدينا:

صحيحة. P(n+ 1) وبالتالي: un+1 = e(n+1)− 1
4Sn+1 إذن:

. un = en−
1
4Sn : n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من أنه نستنتج

:3 الطريقة
وبالتالي: ، un+1 = une

1− 1
4un : n طبيعي عدد كل أجل من لدينا

u1 = u0e
1− 1

4u0

u2 = u1e
1− 1

4u1

...
un = un−1e

1−1
4un−1

نجد: ( un > 0 لأن: ) الحدود اختزال ثم لطرف، طرف بالضرب

un = u0e
(1+1+···+1)− 1

4(u0+u1+···+un−1)

. un = en−
1
4Sn يكون: n طبيعي عدد كل أجل من إذن

النهاية: حساب ب/
إذن: Sn = 4n− 4 ln (un) ومنه: un = en−

1
4Sn لدينا:

lim
n→+∞

Sn

n
= lim

n→+∞
4n− 4 ln (un)

n
= lim

n→+∞
(

4 − 4ln (un)

n

)
= 4

.( lim
n→+∞ ln (un) = ln 4 ومنه: lim

n→+∞un = 4 لأن: )

نقاط) 07) الرابع: التمرين

. (D) : y = x+ 2 و (Γ) : y = (2x+ 2)ex /I
نجد: بيانية بقراءة النسبية: الوضعية /1

. α و 0 فاصلتيهما: نقطتين في يتقاطعان (D) و (Γ) -
. ]0;+∞[ و ]−∞;α[ المجالين: من كل على (D) فوق يقع (Γ) -

. ]α; 0[ المجال: على (D) تحت يقع (Γ) -
g(x) = −x− 2 + 2(x+ 1)ex : g(x) إشارة إستنتاج /2

نجد: (D) و (Γ) لــ النسبية الوضعية خلال من
x

g(x)

−∞ α 0 +∞
+ 0 − 0 +

. Df = R ; f(x) = x (ex − 1)2 /II
• lim

x→−∞ f(x) = lim
x→−∞ x(ex − 1)2 = −∞ النهايات: حساب ا/ /1

.( lim
x→−∞(ex − 1)2 = 1 (لأن:

• lim
x→+∞ f(x) = lim

x→+∞ x(ex − 1)2 = +∞
.( lim

x→−∞(ex − 1)2 = +∞ (لأن:



المائل: المقارب المستقيم ب/
• lim

x→−∞(f(x) − x) = lim
x→−∞ (x(e2x − 2ex + 1) − x) لدينا:

= lim
x→−∞(xe2x − 2ex)

= lim
x→−∞( 1

22xe2x − 2ex) = 0

عند (Cf) للمنحنى مائل مقارب y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم إذن
. −∞

: (∆) و (Cf) لــ النسبية الوضعية دراسة ج/
إشارة: ندرس لذلك

f(x) − x = x(ex − 1)2 − x = x ((ex − 1)2 − 1)
= x (ex − 1 − 1) (ex − 1 + 1) = xex(ex − 2) = f(x) − x

وعليه:
x

x

ex − 2
f(x) − x

−∞ 0 ln 2 +∞
− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

. ]ln 2;+∞[ و ]−∞; 0[ المجالين: على (∆) فوق يقع (Cf) - إذن:
. ]0; ln 2[ المجال: على (∆) تحت يقع (Cf) -

. A (ln 2; ln 2) و O (0; 0) النقطتين: في يتقاطعان (∆) و (Cf) -
لدينا: : x(ex − 1) ≥ 0 أن: تبيان /2

x

x

ex − 1
x(ex − 1)

−∞ 0 +∞
− 0 + +

− 0 +

+ 0 +

. x(ex − 1) ≥ 0 : x حقيقي عدد كل أجل من إذن
: f الدالة تغير إتجاه

f′(x) = (ex − 1)2 + 2xex(ex − 1) : x حقيقي عدد كل أجل من لدينا

وكذلك 2ex(ex − 1)x ≥ 0 : x حقيقي عدد كل أجل من أنه بما
.f′(x) ≥ 0 : x حقيقي عدد كل أجل من فإنه ، (ex − 1)2 ≥ 0

. R على تماما متزايدة f الدالة إذن
التغيرات: جدول

x

f′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞
+ 0 +

−∞
+∞

: x حقيقي عدد كل أجل من لدينا الثاني: المشتق عبارة إثبات /3
f′′(x) = 2ex(ex − 1) + (2ex + 2xex)(ex − 1) + 2xexex

= 2ex(ex − 1 + (1 + x)(ex − 1) + xex)

= 2ex(ex − 1 + ex − 1 + xex − x+ xex)

= 2ex(−x− 2 + ex(2x+ 2)) = 2exg(x) = f′′(x)

f′′(x) إشارة ومنه f′′(x) = 2exg(x) لدينا: الإنعطاف: نقاط استنتاج
إشارتها وتغير α و 0 من كل عند تنعدم f′′(x) وعليه ، g(x) إشارة من
α و 0 فاصلتيهما إنعطاف نقطتي يقبل (Cf) المنحنى إذن جوارهما، في
(T) : y = f′(0)(x− 0) + f(0) : (T) المماس معادلة /4
. (T) : y = 0 فإن: f′(0) = (1 − 1)2 + 0 = 0 و f(0) = 0 أن: وبما

المبدأ: من يمر الذي المماس وحدانية إثبات
0 = f′(a)(0 − a) + f(a) المعادلة: نحل لذلك

−a [(ea − 1)2 + 2a(ea − 1)] + a(ea − 1)2 = 0 المعادلة: أي
a(ea − 1)(−ea + 1 − 2a+ ea − 1) = 0 تكافئ:
. a = 0 معناه: −2a2(ea − 1) = 0 تكافئ:

. (T) المماس نفسه هو المبدأ يشمل وحيدا مماسا يقبل (Cf) المنحنى إذن



الإنشاء: ا/ /5

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

2

2.5
(Cf) (∆)

x

y

بيانية: بقراءة : m الحقيقي العدد قيم تعيين ب/
. m ∈ ]0; 1[ لما مختلفة حلول ثلاثة f(x) = mx المعادلة ∫تقبل ln 2

0
xex(ex − 2)dx =

5 − 8 ln 2
4 أن: لتبيان بالتجزئة: المكاملة ا/ /6 u′(x) = 1

v(x) =
1
2(e

x − 2)2
ومنه:

 u(x) = x

v′(x) = ex(ex − 2)
نعتبر:

∫وبالتالي: ln 2

0
xex(ex − 2)dx =

[
1
2x(e

x − 2)2
]ln 2

0
−

1
2

∫ ln 2

0
(ex − 2)2dx

=

(
ln 2
2 (eln 2 − 2)2 − 0

)
−

1
2

∫ ln 2

0
(e2x − 4ex + 4)dx

= −
1
2

[
1
2e

2x − 4ex + 4x
]ln 2

0

= −
1
2

(
1
2e

2 ln 2 − 4eln 2 + 4 ln 2 −
1
2 + 4

)
= −

1
2

(
4
2 − 4 × 2 + 4 ln 2 −

1
2 + 4

)
= −

1
2

(
−2 + 4 ln 2 −

1
2

)
= −

1
2

(
−

1
2

)
(4 − 8 ln 2 + 1)∫ ln 2

0
xex(ex − 2)dx =

1
4 (5 − 8 ln 2)

على (∆) المستقيم تحت يقع (Cf) المنحنى أن بما المساحة: استنتاج ب/
(Cf) بالمنحنى المحدد المستوي الحيز مساحة فإن [0; ln 2] المجال

هي: المجال هذا على (∆) والمستقيم
A =

∫ ln 2

0
(x− f(x))dx = −

∫ ln 2

0
xex(ex − 2)dx

= −
1
4 (5 − 8 ln 2) u.a =

1
4 (−5 + 8 ln 2)× 4 cm2

A = −5 + 8 ln 2 cm2



الثاني: الموضوع

نقاط) 04) الأول: التمرين

•P(U2) = 1 − P(U1) =
3
5 لدينا: الإحتمالات: شجرة إتمام /1

•PU1(RV) =
C1

3.C1
2

C2
5

=
6
10 (= 1 −

1
10 −

3
10) •PU1(VV) =

C2
3

C2
5
=

3
10

•PU1(VV) =
C2

3
C2

6
=

3
15 (= 1 −

3
15 −

9
15) •PU2(RR) =

C2
3

C2
6
=

3
15

وعليه:

•

U2

VV

3
15

RV

9
15

RR

3
153

5

U1

VV

3
10

RV

6
10

RR
1
10

2
5

الحدثين: إحتمالي حساب /2
خضراء الأولى أو حمراوين، والأخرتين حمراء الأولى : A الحدث -

خضراوين: والأخرتين
P(A) = P(U1)PU1(RR) + P(U2)PU2(VV) =

2
5 × 1

10 +
3
5 × 3

15

P(A) =
4
25

حمراء واحدة والأخرتين خضراء الأولى أو حمراء، الأولى : B الحدث -
حمراوين. والأخرتين خضراء الأولى أو خضراء والأخرى

خضراء خضراء-الأولى كريات لثلاث العكسي الحدث أنه القول يمكن (أو
خضراوين) والأخرتين

P(B) = P(U1) + P(U2) (PU2(RV) + PU2(RR)) =
2
5 +

3
5

(
9
15 +

3
15

)
P(B) =

22
25

(
P(B) = 1 −

3
5 × 3

15 = 1 −
3
25 =

22
25

)
الشرطي: الإحتمال حساب /3

•PA(U2) =
P(U2 ∩A)

P(A)
=

3
5 ×

3
15

4
25

=
3
25
4
25

=
3
4 = PA(U2)

يلي: كما نلخصها X العشوائي المتغير قيم ا/ /4
ثلاث نميز :(U1 من كريتين سحب (حالة حمراء الأولى سحب حالة في

U1 − RV → X = 2 وإما: U1 − RR → X = 3 إما: حالات:
U1 −VV → X = 1 وإما:

:(U2 من كريتين سحب (حالة خضراء الأولى سحب حالة في
. X = 2 أي: خضراوان، كريتان U1 الصندوق في ببقى

. 3 و 2 و 1 هي: X العشوائي المتغير قيم إذن
: X العشوائي المتغير إحتمال قانون ب/

•P(X = 1) = 2
5 × 3

10 =
3
25 • P(X = 2) = 3

5 +
2
5 × 6

10 =
21
25

X = xi 1 2 3

P(X = xi)
3
25

21
25

1
25

وعليه: •P(X = 3) = 2
5 × 1

10 =
1
25

: X العشوائي للمتغير الرياضياتي الامل حساب



E(X) =

3∑
i=1

xiP(X = xi) = 1 × 3
25 + 2 × 21

25 + 3 × 1
25 =

48
25

E(X) = 1.92

الإحتمال: حساب ج/
P(CX

3 = 3) = P ([X = 1]∪ [X = 2]) = P(X = 1) + P(X = 2) = 24
25

نقاط) 04 .5) الثاني: التمرين

الإنشاء: /1/I

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1

−1.5

−1

−0.5

0.5

1

1.5

2

A

C

I o

B⋆

××

×

×

(γ)

(γ ′)

(AI) x

y

: ZB + 1 للعدد وعمدة الطويلة استنتاج /2
• |ZB + 1| = |ZB − ZI| = IB = 1
•arg (ZB + 1) = arg (ZB − ZI) =

(−→
u ;−→IB

)
=
(−→
IO;−→IB

)

، (γ) الدائرة في مركزية زاوية هي
(−→
IO;−→IB

)
الموجهة الزاوية لدينا

إذن:
(−→
AO;−→AB

)
هي: المحيطية →−)زاويتها

IO;−→IB
)
= 2
(−→
AO;−→AB

)
= 2 × π

8 =
π

4
. ZB + 1 المركب للعدد عمدةٌ هي π

4 إذن:
ومنه: ZB + 1 = ei

π
4 لدينا: : ZB لــ الجبري الشكل

ZB = −1 +
(

cos π4 + i sin π

4

)
= −1 +

√
2

2 + i

√
2

2 = ZB

حقيقي: العدد أن إثبات /3
•ZB + 1

i+ 1 =

√
2

2 + i
√

2
2

1 + i
=

√
2

2 (1 + i)

1 + i
=

√
2

2
حقيقي. ZB − ZI

ZC − ZI

العدد إذن

معناه: موجب حقيقي ZB − ZI

ZC − ZI

العدد لدينا الإستنتاج:

arg

(
ZB − ZI

ZC − ZI

)
= 2kπ ; k ∈ Z

واحدة. استقامة على Cو B و I النقط: إذن

الإثبات: ا/ /1/II
arg(Z′) = arg

(
i(Z+ 2)
Z+ 1

)
= arg(i) + arg

(
Z+ 2
Z+ 1

)
=
π

2+arg

(
Z− ZA

Z− ZI

)
=

π

2 +
(−→
MI;−−→MA

)
= arg(Z′)

صرف: تخيلي Z′ بحيث M النقط مجموعة تعيين ب/
arg(Z′) =

π

2 +kπ ; k ∈ Z أو Z′ = 0 معناه: تخيليصرف Z′

π

2 +
(−→
MI;−−→MA

)
=
π

2 + kπ أو Z+ 2 = 0 →−)وبالتالي:
MI;−−→MA

)
= kπ ; k ∈ Z أو M = A أي:

النقطة ماعدا (AI) المستقيم هي الحالة هذه Mفي النقط مجموعة إذن
الفواصل. محور حامل على منطبق وهو ، I



العلاقة: إثبات ا/ /2
•Z′ − i =

i(Z+ 2)
Z+ 1 − i =

i(Z+ 2)
Z+ 1 −

i(Z+ 1)
Z+ 1

=
i(Z+ 2 − Z− 1)

Z+ 1 =
i

Z+ 1 = Z′ − i

وبالتالي: Z − ZI = +eiθ أي: Z = −1 + eiθ لدينا: ب/ IM = 1(−→
IO;−→IM

)
= θ

معناه:

 |Z− ZI| = 1

arg(Z− ZI) = θ

، (γ) الدائرة تمسح M فإن: ]−π;π] المجال تمسح θ لما
نجد: السابق السؤال في العلاقة في بالتعويض وعندئذ

Z′ − i =
i

eiθ
=
ei

π
2

eiθ
= ei(π

2 −θ)

θ′ =
π

2 − θ حيث: Z′ − ZC = eiθ′ أي: CM′ = 1(−→
u ;

−−→
CM′

)
= θ′

أي:

 |Z′ − ZC| = 1

arg(Z′ − ZC) = θ′
معناه: وذلك

]−π;π] المجال تمسح θ لما أي (γ) الدائرة تمسح M لما ]وبالتالي
−
π

2 ; 3π
2

[
المجال تمسح θ′ فإن

ونصف C النقطة مركزها (γ′) دائرة تمسح M′ النقطة وعندئذ
. 1 قطرها

نقاط) 04 .5) الثالث: التمرين
ومنه: 2009 = 16(125) + 9 لدينا: الإقليدية: القسمة باقي تعيين ا/ /1
إذن 20092 ≡ 1 [16] أي: 20092 ≡ 81 [16] ومنه: 2009 ≡ 9 [16]

. 1 هو 16 على 20092 العدد قسمة باقي
الإستنتاج: ب/

أي: (20092)4000 ≡ 1 [16] ومنه: 20092 ≡ 1 [16] لدينا:
2009 ≡ 9 [16] أن: وبما 20098000 ≡ 1 [16]

. 20098001 ≡ 2009 [16] أي: 2009 × 20098000 ≡ 2009 [16] فإن:

(un)n∈N :

 u0 = 20092 − 1

un+1 = (un + 1)5 − 1
/2

: 5 على القسمة يقبل u0 أن تبيان ا/
20092 ≡ 1 [5] ومنه: 2009 ≡ −1 [5] أي: 2009 ≡ 4 [5] لدينا:

. 5 على القسمة يقبل u0 إذن: 20092 − 1 ≡ 0 [5] وبالتالي:
التراجعية: العلاقة إثبات ب/

un+1 = (un + 1)5 − 1 = −1 +

5∑
p=0

C
p
5 (un)

5−p(1)p

= −1 +C0
5u

5
n +C1

5u
4
n +C2

5u
3
n +C3

5u
2
n +C4

5un +C5
5u

0
n

= u5
n + 5u4

n + 10u3
n + 10u2

n + 5un + 1 − 1
= un (u4

n + 5u3
n + 10u2

n + 10un + 5)
un+1 = un

[
u4

n + 5
(
u3

n + 2u2
n + 2un + 1

)]
.P(n) : "5n+1 لــ: مضاعف un" الخاصية: نسمي بالتراجع: البرهان ج/

. n طبيعي عدد كل أجل من صحتها ولنثبت
: n = 0 أجل من -

صحيحة. P(0) إذن 5 لــ مضاعف u0 أي 5 على القسمة يقبل u0 لدينا
5n+1 لــ مضاعف un أي: P(n) صحة لنفرض طبيعيا. عددا n ليكن -

، 5 لــ مضاعف أنه أي 5n+1 لــ مضاعف لــ مضاعف u4
n ومنه:

5 لــ مضاعف 5(u3
n + 2u2

n + 2un + 1) وكذلك
5 لــ مضاعف u4

n + 5(u3
n + 2u2

n + 2un + 1) إذن
. k ∈ Z بحيث u4

n + 5(u3
n + 2u2

n + 2un + 1) = 5k أي:
. q ∈ Z بحيث un = 5n+1q معناه: 5n+1 لــ مضاعف un ولدينا

un [u4
n + 5(u3

n + 2u2
n + 2un + 1)] = 5n+1q5k = 5n+2qk وبالتالي:

صحسحة. P(n+ 1) إذن ، 5n+2 لــ مضاعف un+1 معناه:



. 5n+1 لــ مضاعف un : n طبيعي عدد كل أجل من أنه نستنتج

u1 = (u0 + 1)5 − 1 = 200910 − 1 لدينا: التحقق: ا/ /3
u2 = (u1 + 1)5 − 1 = 200950 − 1 ومنه:
u3 = (u2 + 1)5 − 1 = 2009250 − 1 إذن:

الإستنتاج: ب/
625 لــ مضاعف u3 أن أي 54 لــ مضاعف u3 أن نستنتج سبق مما

2009250 ≡ 1 [625] إذن: 2009250 − 1 ≡ 0 [625] ومنه:
إذن: 20098000 ≡ 1 [625] أي: (2009250)

32 ≡ 1 [625] ومنه:
20098001 ≡ 2009 [625]

البرهان: ا/ /4
لكل مضاعف a بحيث: معدومة، غير صحيحة أعدادا c و b و a لتكن

بينهما. فيما أوليان c و b و ، c و b من
:1 الطريقة

(∗) · · · a = b.k ; K ∈ Z معناه: b لــ مضاعف a

b.k يقسم c أي a يقسم c فإن c لــ مضاعف a أن وبما
k = c.q ; q ∈ Z أي ، k يقسم c فإن: بينهما فيما أوليان cو b أن وبما
. bc للجداء مضاعف a إذن a = b.c.q نجد: (∗) في بالتعويض

:2 الطريقة
، a يقسم b معناه: b لــ مضاعف a

، a يقسم c معناه: c لــ مضاعف a و
بينهما، فيما أوليان c و b لأن a يقسم bc الجداء ومنه

. bc للجداء مضاعف a أي:
: 10000 على 20098001 − 2009 العدد قسمة قابلية تبيان ب/

20098001 − 2009 ≡ 0 [16] أي: 20098001 ≡ 2009 [16] لدينا:
. 16 لــ مضاعف 20098001 − 2009 العدد إذن

20098001 − 2009 ≡ 0 [625] أي: 20098001 ≡ 2009 [625] ولدينا:
. 625 لــ مضاعف 20098001 − 2009 العدد إذن

؛ PGCD(16; 625) = 1 إذن: 625 = 54 وكذلك: 16 = 24 ولدينا:
10000 = 16× 625 للجداء: مضاعف 20098001 − 2009 العدد أن نستنتج

نقاط) 07) الرابع: التمرين
: g الدالة تغيرات دراسة /1/I

• lim
x→+∞g(x) = lim

x→+∞
(

ln
(
x+ 1
x

)
−

1
x+ 1

)
= 0 النهايات: •

( lim
x→+∞

1
x+ 1 = 0 وكذلك: ، ln 1 = 0 و lim

x→+∞
x+ 1
x

= 1 (لأن:

• lim
x

>−→0
g(x) = lim

x
>−→0

(
ln
(
x+ 1
x

)
−

1
x+ 1

)
= +∞

، lim
x→+∞ ln x = +∞ و lim

x
>−→0

x+ 1
x

= +∞ (لأن:

( lim
x

>−→0

1
x+ 1 = 1 وكذلك:

: x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من لدينا التغير: إتجاه •

g′(x) =

(
x+1
x

)′(
x+1
x

) +
1

(x+ 1)2 =
x− x− 1

x2 × x

x+ 1 +
1

(x+ 1)2

=
−1

x(x+ 1) +
1

(x+ 1)2 =
−x− 1 + x

x(x+ 1)2 =
−1

x(x+ 1)2 = g′(x)

تماما، موجب حقيقي عدد كل أجل من g′(x) < 0 أن نلاحظ
. ]0;+∞[ المجال على تماما متناقصة g الدالة إذن

التغيرات: جدول •
x

g′(x)

g(x)

0 +∞
−

0
+∞



عدد كل أجل من أنه نستنتج g للدالة التغيرات جدول بقراءة الإستنتاج: /2
g(x) > 0 : x تماما موجب حقيقي

. f(0) = 1 و f(x) = x ln
(
x+ 1
x

)
+ x+ 1 : x > 0 كل أجل II/من

النهاية: تبيان ا/ /1
• lim

x→+∞ x ln
(
x+ 1
x

)
= lim

x→+∞ x ln
(

1 +
1
x

)
= lim

t→0

1
t

ln (1 + t)

= lim
x→0

ln (1 + t)

t
= 1 = lim

x→+∞ x ln
(
x+ 1
x

)
. • lim

x→+∞ f(x) = lim
x→+∞

[
x ln

(
x+ 1
x

)
+ x+ 1

]
= +∞

: (Cf) لــ مائل مقارب (∆) : y = x+ 2 أن تبيان ب/
• lim

x→+∞(f(x) − x− 2) = lim
x→+∞

[
x ln

(
x+ 1
x

)
− 1

]
= 0

عند (Cf) لــ مائل مقارب y = x + 2 معادلة ذو (∆) المستقيم إذن
. +∞

: 0 عن الإشتقاق قابلية دراسة ا/ /2
• lim

x
>−→0

f(x) − f(0)
x− 0 = lim

x
>−→0

f(x) − 1
x

= lim
x

>−→0
ln
(
x+ 1
x

)
+ 1 =

+∞
. 0 يمين على للإشتقاق قابلة غير الدالة إذن

الهندسي: التفسير
التراتيب محور لحامل موازِ مماس نصف يقبل (Cf) المنحنى

. x = 0 معادلته:
المشتقة: عبارة تبيان ب/

: x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من لدينا
f′(x) = ln

(
x+ 1
x

)
+ x.

(
x+1
x

)′(
x+1
x

) + 1

= ln
(
x+ 1
x

)
+ x

(
x− x− 1

x2

)(
x

x+ 1

)
+ 1

= ln
(
x+ 1
x

)
−

1
x+ 1 + 1 = g(x) + 1 = f′(x)

التغير: إتجاه
g(x) > 0 : x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من مماسبق لدينا
. [0;+∞[ المجال على تماما متزايدة f الدالة إذن f′(x) > 0 ومنه:

التغيرات: جدول
x

f′(x)

f(x)

0 +∞
+

1

+∞
f(1) = 2 + ln 2 ≈ 2.7 الإنشاء: /3

−1 −0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

0.5

1
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y



: ]0;+∞[ المجال على f للدالة أصلية F الدالة أن تبيان ا/ /4
: x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من لدينا

F′(x) =
1
2f(x) +

1
2xf

′(x) −
1
2

(
1

x+ 1

)
+ 1

=
1
2

(
f(x) + x(g(x) + 1) − 1

x+ 1 + 2
)

=
1
2

(
f(x) + x ln

(
x+ 1
x

)
−

x

x+ 1 + x−
1

x+ 1 + 2
)

=
1
2

(
f(x) + x ln

(
x+ 1
x

)
−

x+ 1
x+ 1 + x+ 2

)
=

1
2

(
f(x) + x ln

(
x+ 1
x

)
+ x+ 1

)
=

1
2 (2f(x))

F′(x) = f(x)

. ]0;+∞[ المجال على f للدالة أصلية دالة F الدالة إذن
الحيز: مساحة استنتاج ب/

و x =
1
و2 y = 0 والمستقيمات: (Cf) بالمنحنى المحدد الحيز مساحة

هي: x = 1

A =

∫ 1

1
2

f(x)dx = [F(x)]
1
1
2
= F(1) − F(

1
2)

=
1
8

(
9 + ln

(
27
16

))
u.a =

1
8

(
9 + ln

(
27
16

))
× 4 cm2

A =
1
2

(
9 + ln

(
27
16

))
cm2

. un =

(
1 +

1
n

)n

; n ∈ N∗ /5
العام: الحد عبارة إثبات ا/

: n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من لدينا
ef(n)−n−1 = e

n ln
(
n+1
n

)
= e

ln
(

1 1
n

)n
=

(
1 +

1
n

)n

= un

تماما: متزايدة (un) المتتالية أن إثبات ب/
.(un) للمتتالية العام الحد بعيارة المرفقة الدالة h نعتبر

h(x) = ef(x)−x−1 بالعبارة: ]0;+∞[ المجال على معرفة h الدالة
: x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من لدينا

h′(x) = (f′(x) − 1)ef(x)−x−1 = g(x)ef(x)−x−1

g(x) > 0 : x تماما موجب حقيقي عدد كل أجل من أنه بما
؛ ]0;+∞[ على تماما متزايدة h الدالة وبالتالي h′(x) > 0 فإن:

. N∗ على تماما متزايدة (un) المتتالية إذن:
النهاية: تبيان ج/

• lim
n→+∞un = lim

n→+∞ef(n)−n−1 = lim
n→+∞e

n ln
(
n+1
n

)
= e .

. ( lim
n→+∞n ln

(
n+1
n

)
= 1 لأن: )
الإستنتاج:

. e العدد نحو متقاربة (un) المتتالية أن نستنتج

شهادة في والنجاح بالتوفيق تمنياتنا
الشرفاء... تلاميذنا لكل البكالوريا



الشعبية الديمقراطية ية الجزائر ية الجمهور
العلمي والبحث العالي التعليم وزارة

text text
textالتجريبي يا البكالور امتحان text
text

بورقلـة للأساتـذة العليـا المدرسـة
ياضية والر الثقافية النشاطات مصلحة

2024 يل أفر دورة
ياضيات ر الشعبة:
ياضيات الر المادة:

د 30 و ساعات 4 المدّة:
الآتيين: الموضوعين أحد يختار أن المترشّح على

الأوّل الموضوع
( ن 4 ) الأوّل التمرين

يلي كما المعرفّة (E) المعادلة Z× Z في نعتبر
(E) : 650x− 732y = 486

Z× Z في حلولا تقبل (E) المعادلة أنّ استنتج ّ ثم PGCD (650; 732) احُسب أ. .1
حلولها. مجموعة استنتج ّ ثم (E) للمعادلة حلّ (3; 2) الثنائية أنّ تحقّق ب.

9 أساسه الذي التعداد نظام في β6β0 يكتب و 5 أساسه الذي التعداد نظام في α0αββ يكتب طبيعيا عددا L نعتبر .2
طبيعيان. عددان β و α حيث

العشري. النظام في L اكُتب ّ ثم β و α من كلُاّ عينّ •
1962 ≡ 0 [n2] تحقّق التي n الطبيعي العدد قيم استنتج ّ ثم أوليةّ عوامل جداء إلى 1962 العدد حللّ .3

(a; b) ∈ N×N حيث PPCM (a; b) = m و PGCD (a; b) = d : نضع .4
تحقّق التي (a; b) الثنائيات كلّ عينّ •{

m− 91d = 0

a2 + b2 = 1962

( ن 4 ) الثاني التمرين
Un+1 =

3√
6− U 2

n

: n طبيعي عدد كلّ أجل ومن ، U0 = 0 بـ معرفّة (Un) العددية المتتالية
0 ≤ Un <

√
3 : n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بالتراجع برهن .1 (I

U 2
n+1 − U 2

n =
(U 2

n − 3)
2

6− U 2
n

: n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بينّ أ. .2
متقاربة. أنّها استنتج ّ ثم N على متزايدة (Un) المتتالية أنّ بينّ ب.

Vn =
U 2

n

3− U 2
n

: يلي كما N على معرفّة (Vn) العددية المتتالية (II
V0 الأوّل حدّها تعيين يطُلب و 1 أساسها حسابية (Vn) المتتالية أنّ بينّ أ. .1

5 من 1 الصّفحةصفحة اقِلْبِ

نافعبنعقبة  : المنصة العلمية



ياضيات الر مادة ياضياتاختبار ر 2024شعبة يل أفر دورة

lim
n→+∞

Un احُسب ّ ثم Un =

√
3n

n+ 1
: N من n كلّ أجل من أنهّ بينّ ب.

Sn =
2024

n+
√

V1

+
2024

n+
√

V2

+ · · ·+ 2024

n+
√

Vn

: نضع N∗ من n كلّ أجل من .2
2024n

n+
√
n
≤ Sn ≤

2024n

n+ 1
: N∗ من n كلّ أجل من أنهّ بينّ أ.

lim
n→+∞

Sn استنتج ب.
( ن 5 ) الثالث التمرين

ير التبّر مع الآتية الحالات من حالة كلّ في الثلّاثة الاقتراحات بين من الوحيد الصّحيح الاقتراح عينّ
يلي كما R على المعرفّة h الداّلة هو y′ (−1) = π و y (0) = eπ يحقّق الذي y′′ = π2eπx+π التفاضلية المعادلة حلّ .1

h(x)ج) = eπx+π + πx h(x)ب) = πx+ eπ h(x)أ) = eπx+π

الأرقام مجموعة باستخدام مثنى مثنى متمايزة أرقام ثلاثة من ومكونّ 5 للعدد مضاعف عدد لتشكيل الإمكانيات عدد .2
هو {0; 1; 9; 5; 4}

21ج) 24ب) 5أ)

يساوي
∫ 2

1

logx
x

dx+

∫ 3

2

logx
x

dx+ · · ·+
∫ n+1

n

logx
x

dx : المجموع فإنّ N∗ من عددا n كان إذا .3

lnج) (n+ 1)× log (n+ 1)

2
logب) (n+ 1)

ln 100
log]أ) (n+ 1)]

2

2 ln 10

فإنّ z = sin π

8
+ i cos π

8
حيث مركبّا عددا z كان إذا .4

argج) (z) ≡ 5π

8
[2π] argب) (z) ≡ 3π

4
[2π] argأ) (z) ≡ 3π

8
[2π]

المجال هي x الحقيقي المجهول ذات 4x + 2x+1 ≤ 3 المتراجحة حلول مجموعة .5
;3−]ج) 1] ;∞−[ب) 0] ;0]أ) +∞[

( ن 7 ) الراّبع التمرين
g(x) = xex−1 − 1 : يلي كما ]0; +∞[ المجال على معرفّة g العددية الداّلة (I

]0; +∞[ المجال على ً تماما متزايدة g الداّلة أنّ بينّ .1
1, 3 < α < 1, 4 حيث α وحيدا حلاّ تقبل g(x) = 1 المعادلة أنّ بينّ أ. .2
g(x)− 1 : العبارة إشارة ]0; +∞[ المجال من x قيم حسب استنتج ب.
f(x) = ex−1 − 2 lnx− 1 : بـ ]0; +∞[ المجال على معرفّة f العددية الداّلة (II

||−→j || = 1cm حيث
(
O;

−→
i ,

−→
j
)
المتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cf) و

lim
x→+∞

f(x) احُسب ّ ثم هندسيا النتيجة وفسرّ lim
x

>→ 0

f(x) احُسب أ. .1
5 من 2 الصّفحةصفحة اقِلْبِ



ياضيات الر مادة ياضياتاختبار ر 2024شعبة يل أفر دورة

f ′(x) =
g(x)− 1

x
: ]0; +∞[ من x حقيقي عدد كلّ أجل من أنهّ بينّ ب.

تغيرّاتها جدول شكّل ّ ثم f الداّلة تغيرّ اتجاه ادُرس ج.
1 فاصلتها التي النقطة في (Cf) للمنحنى (T للمماس( معادلة اكُتب أ. .2

.( f(α) ≈ −0, 2 تعُطى: ) .(Cf) و (T ) من كلُاّ أنشئ ب.
ex + em+1 (x− 1) = e (lnx2 + 1) المعادلة حلول عدد m الحقيقي الوسيط قيم حسب بيانيا ناقش ج.

0 < λ < 1 حيث حقيقيا عددا λ نعتبر .3
هندسيا. النتيجة فسرّ ّ ثم ، A (λ) =

∫ 1

λ

f(t)dt : بـ المعرفّ A (λ) العدد λ بدلالة اكُتب أ.
lim
λ

>→ 0

A (λ) = (2− e−1) cm2 أنّ بينّ ب.

الأوّل الموضوع انتهى

5 من 3 الصّفحةصفحة اقِلْبِ



ياضيات الر مادة ياضياتاختبار ر 2024شعبة يل أفر دورة
الثاني الموضـوع

( ن 4 ) الأوّل التمرين
بيضاء. وبطاقة خضراوين بطاقتين حمراء، بطاقات ثلاث منها اللمّس، عند بينها نفرقّ لا متماثلة بطاقات 6 به صندوق

S الحرف تحمل البيضاء أماّ ، S و N الحرفين: تحملان الخضراوين البطاقتين ، N و N ، E الحروف: تحمل الحمراء البطاقات
واحد. آن في بطاقات ثلاث الصندوق من عشوائيا نسحب

الآتيين الحدثين من كلاّ احتمال احُسب .1 (I
." بالضّبط اللوّن نفس من بطاقتين على الحصول " :A أ.

." ENS كلمة تشكّل أنّ ُمكن ي بطاقات ثلاث على الحصول " :B ب.
مستقلين. ليسا B و A الحدثين أنّ استنتج ّ ثم ، P (A ∩B) =

1

4
أنّ بينّ أ. .2

( محقّق A الحدث أنّ علما B الحدث احتمال ) PA

(
B
) احُسب ب.

التوالي على بطاقتين الصندوق من عشوائيا ونسحب ، n ∈ N∗ حيث E الحرف تحمل بطاقة n الصندوق إلى نضيف (II
S الحرف ظهور مرّات عدد لبطاقتين سحب بكل يرُفق الذي العشوائي المتغيرّ X وليكن وبإرجاع،

{0; 1; 2} هي X العشوائي المتغيرّ قيم مجموعة أنّ بررّ أ. .1
X العشوائي المتغيرّ احتمال قانون عرّف ب.

P

 X∫
0

tetdt = 1

 =
3

8
أجلها من يكون التي n الطبيعي العدد قيمة عينّ .2

( ن 4 ) الثاني )التمرين
2iz +

√
3 + i

)
(z2 + 2z + 2) = 0 : z المجهول ذات المعادلة C المركّبة الأعداد مجموعة في حلّ (I

لاحقاتها التي D و C ، B ، A النقط نعتبر ،(O;−→u ,−→v والمتجانس( المتعامد المعلم إلى المنسوب المركب المستوي في (II
zA+zD = 0 و 2zC = zA×

(
1 + i

√
3
) ، zB = zA ، zA = −1+i حيث: الترتيب على zD و zC ،zB ،zA

المثلثّي. الشّكل على zC كتابة استنتج ّ ثم المثلثّي الشّكل على zA اكُتب أ. .1
sin 13π

12
و cos 13π

12
من لكلّ المضبوطة القيمة استنتج ّ ثم الجـبري الشّكل على zC اكُتب ب.

ADB المثلثّ طبيعة استنتج ّ ثم صرف تخيلّي zB − zD
zB − zA

المركّب العدد أنّ بينّ .2
z − zB
z − zA

× z − zA
z − zB

= 1 : حيث z اللاّحقة ذات المستوي من M النقط مجموعة (Γ) عينّ .3
( ن 5 ) الثالث التمرين

يلي كما N على معرفّة (Un) العددية }المتتالية
U0 = 0 ; U1 = 1

Un+2 = 3Un+1 − 2Un

Vn = Un+1 − Un : نضع N من n كلّ أجل من .1
الأوّل وحدّها أساسها تعيين يطُلب هندسية (Vn) المتتالية أنّ بينّ أ.
5 من 4 الصّفحةصفحة اقِلْبِ



ياضيات الر مادة ياضياتاختبار ر 2024شعبة يل أفر دورة
Un = 2n − 1 : n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ برهن ب.

PGCD (Un;Un+1) = 1 : n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ استنتج ج.
Ln = 3n + (Un + 1)

2024
+ Un : نضع n طبيعي عدد كلّ أجل من .2

5 على 3n و 2n العددين من لكلّ الإقليدية القسمة بواقي n الطبيعي العدد قيم حسب ادُرس أ.
فرديا. n الطبيعي العدد كان إذا وفقط إذا 5 على القسمة يقبل Ln العدد أنّ بينّ ب.

Un = 2p × Un−p + Up : n ≥ p حيث N من p و n كلّ أجل من أنهّ بينّ أ. .3
PGCD (U1962;U1954) = 3 أنّ استنتج ب.

( ن 7 ) الراّبع التمرين
g(x) =

x

x+ 1
− ln (x+ 1) : يلي كما ]−1;+∞[ المجال على معرفّة g العددية الداّلة (I

]−1;+∞[ المجال على g الداّلة تغيرّ اتجاه ادُرس .1
]−1;+∞[ المجال على g(x) إشارة استنتج ّ ثم g(0) احُسب .2
f(x) =

2 ln (ex + 1)

ex
− 1 : بـ R على معرفّة f العددية الدالة (II(

O;
−→
i ,

−→
j
)
المتجانس المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cf) و

هندسيا. النتيجتين مفسرّا lim
x→+∞

f(x) و lim
x→−∞

f(x) من كلُاّ احُسب أ. .1
f ′(x) = 2e−x × g(ex) : R من x حقيقي عدد كلّ أجل من أنهّ بينّ ب.

تغيرّاتها. جدول شكّل ّ ثم R على تماما متناقصة f الداّلة أنّ استنتج ج.
0, 9 < α < 1 حيث α فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (Cf) المنحنى أنّ بينّ أ. .2

(Cf) المنحنى أنشئ ب.
f(x) + f ′(x) = 1− 2ex

ex + 1
: R من x كلّ أجل من أنهّ بينّ أ. .3

R على f للدالة F أصلية دالة استنتج ب.
βn = 2

∫ 1

0

e−
x

n ln (1 + ex) dx يلي: كما N∗ على معرفّة (βn) العددية المتتالية (III
هندسيا. النتيجة فسرّ ّ ثم β1 احُسب أ. .1

βn ≤ 2 ln (1 + e) : n معدوم غير طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بينّ ب.
l حقيقي عدد نحو متقاربة أنّها استنتج ّ ثم N∗ على تماما متزايدة (βn) المتتالية أنّ بينّ )ج.

1− e−
1

n

)
ln 4n ≤ βn ≤

(
1− e−

1

n

)
ln (1 + e)

2n : n معدوم غير طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بينّ أ. .2
l للعدد ً حصرا استنتج ب.

الثاني الموضوع انتهى

5 من 5 الصّفحةصفحة اقِلْبِ



الشعبية الديمقراطية ية الجزائر ية العلميالجمهور والبحث العالي التعليم وزارة
text texttextالتجريبي يا البكالور امتحان text

text

بورقلـة للأساتـذة العليـا ياضيةالمدرسـة والر الثقافية النشاطات مصلحة
2024 يل أفر دورة
ياضيات ر ياضياتالشعبة: الر المادة:

ونصف ساعات 4 المدّة:

التنقيط سلـّم + الـنموذجية الإجابة

1



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

الأوّل للموضوع مقترحة نموذجية إجابة
ن) 4 التمرينالأوّل(

Z× Z في حلولا تقبل (E) المعادلة أنّ استنتاج ّ ثم PGCD (650; 732) حساب أ. .1
لدينا

732 = 650× 1 + 82

650 = 82× 7 + 76

82 = 76× 1 + 6

76 = 6× 12 + 4

6 = 4× 1 + 2

4 = 2× 2 + 0

Z× Z في حلولا تقبل (E) المعادلة فإنّ 486 يقسم 2 أنّ وبما ، PGCD (650; 732) = 2 ومنه
حلولها. مجموعة استنتاج ّ ثم (E) للمعادلة حلّ (3; 2) الثنائية أنّ التحقّق ب.

لدينا
650× 3− 732× 2 = 486

ومنه
650× 3− 732× 2 = 1950− 1464

= 486

لدينا وعندئذ (E) للمعادلة حل (3; 2) }وبالتالي
650x− 732y = 486

650× 3− 732× 2 = 486 ومنه
650 (x− 3)− 732 (y − 2) = 0

وعليه
325 (x− 3) = 366 (y − 2)

أنّ ذلك عن وينتج 325 | (y − 2) فإنّ PGCD (350; 366) = 1 أنّ }وبما
y = 325k + 2

k ∈ Z
حيث S هي المعادلة حلول مجموعة وبالتالي

S = {(366k + 3 ; 325k + 2) /k ∈ Z}
العشري. النظام في L كتابة ّ ثم β و α من كلُاّ تعيين .2

لدينا

L = 54 × α + 53 × 0 + 52 × α + 51 × β + 50 × β

= 650α + 6β

L = 93 × β + 92 × 6 + 91 × β + 90 × 0

= 738β + 486

ومنه
650α + 6β = 738β + 486

وعليه
650α− 732β = 486

2



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

أنّ }وبما
0 ⩽ α < 5

0 ⩽ β < 5

L = 1962 وبالتالي β = 2 و α = 3 فإنّ
1962 ≡ 0

[
n2
] تحقّق التي n الطبيعي العدد قيم استنتاج ّ ثم أوليةّ عوامل جداء إلى 1962 العدد تحليل .3

لدينا
1962 2

981 3

327 3

109 109

1

3 و 1 : هي 1962 ≡ 0
[
n2
] تحقّق التي n الطبيعي العدد قيم أنّ ونستنتج 1962 = 2× 32 × 109 ومنه
a2 + b2 = 1962 و m− 91d = 0 : تحقّق التي (a; b) الثنائيات كلّ تعيين .4

لدينا
m× d = a× b

a = d× a′

b = d× b′

PGCD
(
a′ ; b′

)
= 1 ومنه

m = d× a′ × b′

a = d× a′

b = d× b′

PGCD
(
a′ ; b′

)
= 1

وعليه
d× a′ × b′ − 91d = 0(
d× a′

)2
+
(
d× b′

)2
= 1962

PGCD
(
a′ ; b′

)
= 1

وبالتالي
a′ × b′ = 91

d2
[(

a′
)2

+
(
b′
)2]

= 1962

d ∈ {1; 3}
PGCD

(
a′ ; b′

)
= 1

أنّ نستنتج السابق السؤال ومن
(
a′; b′

)
∈ {(1; 91) ; (7; 13) ; (13; 7) ; (91; 1)}

d2
[(

a′
)2

+
(
b′
)2]

= 1962

d ∈ {1; 3}

3
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فإنّ 72 + 132 = 218 و 912 > 1962 أنّ )}وبما
a′; b′

)
∈ {(7; 13) ; (13; 7)}

d = 3

لدينا عندئذ
(a; b) ∈ {(21; 39) ; (39; 21)}

ن) 4 التمرينالثاني(
0 ≤ Un <

√
3 : n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بالتراجع البرهان .1 (I

.P (n) بالرمز " Un ≥ 1 " للخاصية نرمز •
P (0) صحةّ من نتحقّق لدينا•

U0 = 0

ومنه
0 ≤ U0 <

√
3

صحيحة. P (0) وعليه
.P (k + 1) صحةّ ونبرهن P (k) صحةّ نفترض k كيفي طبيعي عدد أجل من •

لدينا
0 ≤ Uk <

√
3

ومنه
0 ≤ U2

k < 3

وعليه
3 < 6− U2

k ≤ 6

وبالتالي
√
3 <

√
6− U2

k ≤
√
6

ومنه
1√
6
≤ 1√

6− U2
k

<
1√
3

وعليه
1√
2
≤ 3√

6− U2
k

<
3√
3

أي
0 ≤ 3√

6− U2
k

<
√
3

أي
0 ≤ Uk+1 <

√
3

صحيحة. P (k + 1) وبالتالي
.n طبيعي عدد كلّ أجل من صحيحة P (n) أنّ نستنتج بالتراجع الاستدلال مبدأ وحسب •

U2
n+1 − U2

n =

(
U2
n − 3

)2
6− U2

n

: n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ تبيين أ. .2
لدينا n طبيعي عدد كلّ أجل من

U2
n+1 − U2

n =

(
3√

6− U2
n

)2

− U2
n

4
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U2
n+1 − U2

n =
9

6− U2
n
− U2

n

=
9

6− U2
n
− U2

n

=
9− 6U2

n + U4
n

6− U2
n

=

(
U2
n − 3

)2
6− U2

n

متقاربة. أنّها استنتاج ّ ثم N على متزايدة (Un) المتتالية أنّ تبيين ب.
لدينا N من n كلّ أجل من

U2
n+1 − U2

n =

(
U2
n − 3

)2
6− U2

n

أنّ وبما
0 ≤ Un <

√
3

)}فإنّ
U2
n − 3

)2
> 0

6− U2
n > 0

أي
U2
n+1 − U2

n > 0

ومنه
U2
n+1 ≥ U2

n

فإنّ Un ≥ 0 أنّ وبما
Un+1 ≥ Un

N على متزايدة (Un) المتتالية وبالتالي
لدينا الاستنتاج.

لدينا N من n كلّ أجل من •
0 ≤ Un <

√
3

√
3 بالعدد الأعلى من محدودة (Un) ومنه

N على متزايدة (Un) المتتالية •
متقاربة. (Un) أنّ نستنتج عندئذ

V0 الأوّل حدّها وتعيين 1 أساسها حسابية (Vn) المتتالية أنّ تبيين أ. .1 (IIلدينا N من n كلّ أجل من
Vn+1 =

U2
n+1

3− U2
n+1

=

(
3√

6−U2n

)2

3−
(

3√
6−U2n

)2

=

9

6−U2n

3− 9

6−U2n

5
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Vn+1 =
3

3− U2
n

=
3− U2

n + U2
n

3− U2
n

= 1 +
U2
n

3− U2
n

= Vn + 1

حيث V0 الأوّل وحدّها 1 أساسها حسابية (Vn) المتتالية وعليه
V0 =

U2
0

3− U2
0

=
U2
0

3− U2
0

=
02

3− 02

= 0

lim
n→+∞

Un حساب ّ ثم Un =

√
3n

n+ 1
: N من n كلّ أجل من أنهّ تبيين ب.

لدينا N من n كلّ أجل من
Vn =

U2
n

3− U2
n يكافئ )وذلك

3− U2
n

)
Vn = U2

n يكافئ و
U2
n + VnU

2
n = 3V

فإنّ Vn + 1 > 0 أنّ وبما
U2
n (Vn + 1) = 3Vn

فإنّ Un ≥ 0 أنّ وبما
Un =

√
3Vn

Vn + 1 وعليه
Un =

√
3n

n+ 1
2024n

n+
√
n
≤ Sn ≤ 2024n

n+ 1
: N∗ من n كلّ أجل من أنهّ تبيين أ. .2

لدينا N∗ من n كلّ أجل من

2024

n+
√
n
⩽ 2024

1 +
√
V1

⩽ 2024

n+ 1
2024

n+
√
n
⩽ 2024

1 +
√
V2

⩽ 2024

n+ 1

...
2024

n+
√
n
⩽ 2024

1 +
√
Vn

⩽ 2024

n+ 1

6
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ومنه

2024

n+
√
n
+

2024

n+
√
n
+ · · ·+ 2024

n+
√
n
⩽ Sn ⩽ 2024n

n+ 1
+

2024

n+ 1
+ · · ·+ 2024

n+ 1 وعليه
2024n

n+
√
n
⩽ Sn ⩽ 2024n

n+ 1

lim
n→+∞

Sn استنتاج ب.
لدينا N∗ من n كلّ أجل من

2024n

n+
√
n
⩽ Sn ⩽ 2024n

n+ 1 ولدينا

lim
n→+∞

2024n

n+ 1
= lim

n→+∞

2024n

n

= 2024

lim
n→+∞

2024n

n+
√
n
= lim

n→+∞

2024

1 + 1√
n

= 2024

ومنه
lim

n→+∞
Sn = 2024

ن) 5 التمرينالثالث(
أ هو الجواب .1

الدوال هي y′′ = π2eπx+π التفاضلية المعادلة حلول ومنه R على مستمرةّ x 7→ π2eπx+π الداّلة ير. التبر
ولدينا ثابتان، حقيقيان عددان c2و c1 مع x 7→ eπx+π + c1x+ c2{
y (0) = eπ

y′ (−1) = π }ومنه
eπ×0+π + c1 × 0 + c2 = eπ

πeπ×(−1)+π + c1 = π

}وعليه
c2 = 0

c1 = 0

h(x) = eπx+π يلي كما R على المعرفّة h الداّلة هو التفاضلية المعادلة حلّ وبالتالي
ج هو الجواب .2

A2
4 × A1

1 + A1
3 × A1

3 × A1
1 = 21 ير. جالتبر هو الجواب .3

ولدينا [1;n+ 1] المجال على مستمرةّ x 7→ logx

x
الداّلة ير. التبر

2∫
1

logx

x
dx+

3∫
2

logx

x
dx+ · · ·+

n+1∫
n

logx

x
dx =

n+1∫
1

logx

x
dx

=
1

ln 10

n+1∫
1

(
1

x
× lnx

)
dx

7
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2∫

1

logx

x
dx+

3∫
2

logx

x
dx+ · · ·+

n+1∫
n

logx

x
dx =

n+1∫
1

logx

x
dx

=
1

ln 10

n+1∫
1

(
1

x
× lnx

)
dx

=
1

2 ln 10

[
(lnx)2

]n+1

1

=
ln (n+ 1)× ln (n+ 1)

2 ln 10

=
ln (n+ 1)× log (n+ 1)

2

أ هو الجواب لدينا4. ير. التبر
z = sin π

8
+ i cos π

8

= i
(

cos π
8
− i sin π

8

)
= i
[
cos
(
−π

8

)
+ i sin

(
−π

8

)]
ومنه

arg (z) ≡ π

2
− π

8
[2π]

وعليه
arg (z) ≡ 3π

8
[2π]

ب هو الجواب .5
تكافئ المتراجحة ير. التبر

(2x)2 + 2× 2x − 3 ⩽ 0

ينتج t = 2x وبوضع
t2 + 2t− 3 ⩽ 0

يكافئ وذلك
−3 ≤ t ≤ 1

يكافئ و
2x ≤ 1

يكافئ و
x ∈ ]−∞; 0]

8



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
ن) 7 ) التمرينالرابع

]0; +∞[ المجال على ً تماما متزايدة g الداّلة أنّ تبيين .1 (I
ولدينا ]0; +∞[ على للاشتقاق قابلة g الداّلة

g′(x) = 1× ex−1 + ex−1 × x

= (x+ 1) ex−1

لدينا ]0; +∞[ من x كلّ أجل ومن
(x+ 1) ex−1 > 0

]0;+∞[ على تماما متزايدة g وبالتالي ، ]0; +∞[ على g′(x) > 0 أي
1, 3 < α < 1, 4 حيث α وحيدا حلاّ تقبل g(x) = 1 المعادلة أنّ تبيين أ. .2.]0; +∞[ على مستمرة g •.]0; +∞[ على تماما متزايدة g لدينا• •

g(1, 4) ≈ 1, 09g(1, 3) ≈ 0, 22

g(1, 3) < 1 < g(1, 4) ومنه
.1, 3 < α < 1, 4 حيث α وحيدا حلاّ تقبل g(x) = 1 المعادلة أنّ نستنتج عندئذ

]0; +∞[ المجال على g(x)− 1 : العبارة إشارة استنتاج ب.
;0[.لدينا +∞[ على تماما متزايدة g •

g(α)− 1 = 0 •
يأتي كما جدول في g(x)− 1 إشارة استنتاج يمكن عندئذ

x

g(x)− 1

0 α +∞

− 0 +

lim
x→+∞

f(x) حساب ّ ثم هندسيا النتيجة وتفسير lim
x
>→ 0

f(x) حساب أ. .1 (II
لدينا

lim
x
>→ 0

f(x) = lim
x
>→ 0

(
ex−1 − 2 lnx− 1

)
lim
x
>→ 0

f(x) = +∞ فإنّ lim
x
>→ 0

lnx = −∞ أنّ )وبما
Cf

) لـ مقارب مستقيم هو ( التراتيب محور حامل ) x = 0 المعادلة ذو المستقيم الهندسي. التفسير
لدينا lim

x→+∞
f(x) حساب

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
ex−1 − 2 lnx− 1

)
= lim

x→+∞

[
x

(
ex

x
× e−1 − 2

lnx

x
− 1

x

)]

9
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أنّ وبما
lim

x→+∞

ex

x
= +∞

lim
x→+∞

lnx

x
= 0

lim
x→+∞

1

x
= 0

فإنّ
lim

x→+∞
f(x) = +∞

f ′(x) =
g(x)− 1

x
: ]0; +∞[ من x حقيقي عدد كلّ أجل من أنهّ تبيين ب.

ولدينا ]0; +∞[ على للاشتقاق قابلة f الداّلة
f ′(x) = ex−1 − 2

x

=
xex−1 − 2

x

=
g(x)− 1

x

تغيرّاتها جدول تشكيل ّ ثم f الداّلة تغيرّ اتجاه دراسة ج.
لدينا وعندئذ g(x)− 1 إشارة من f ′(x) إشارة فإنّ x > 0 أنّ بما

x

f ′(x)

0 α +∞

− 0 +

]0;α] على تماما متناقصة f الدالة ومنه ، ]0;α[ على f ′(x) < 0 •
[α; +∞[ على تماما متزايدة f الدالة ومنه ، ]α; +∞[ على f ′(x) > 0 •

التغيرّات جدول تشكيل
x

f(x)

0 α +∞

+∞

f(α)f(α)

+∞+∞

.1 فاصلتها التي النقطة في (Cf

) للمنحنى (T ) للمماس معادلة كتابة أ. .2
1 الفاصلة ذات النقطة عند f ′(1) توجيهه معامل (T ) مماسا يقبل (Cf

) 1،ومنه عند للاشتقاق قابلة f الداّلة
ونكتب

(T ) : y = f ′(1) (x− 1) + f(1)

ولدينا

f(1) = e1−1 − 2 ln 1− 1

= 0
f ′(1) =

1× e1−1 − 2

1

= −1

وبالتالي
(T ) : y = −x+ 1

10
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.(Cf

) و (T ) من كلُاّ إنشاء ب.

بيانيا ex + em+1 (x− 1) = e
(
lnx2 + 1

) المعادلة حلول مناقشة ج.
المعادلة

ex + em+1 (x− 1) = e
(
lnx2 + 1

)
تكافئ

ex−1 + em (x− 1) = 2lnx+ 1

وتكافئ
f(x) = −em (x− 1)

لدينا
f(x) = −|m|x

حيث (∆m) المستقيم مع (Cf

) تقاطع نقط فواصل هي بيانيا المعادلة حلول وبالتالي
(∆m) : y = −em (x− 1)

ينتج m′ = −em وبوضع ، A (1; 0) النقطة يشمل (∆m) المستقيم R من m كلّ أجل من
المعادلة حلول عدد m قيم حالة في

حلاّن m ∈ ]0; +∞[ m′ ∈ ]−∞;−1[

واحد حلّ m = 0 m′ = −1

حلاّن m ∈ ]−∞; 0[ m′ ∈ ]−1; 0[

هندسيا. النتيجة تفسير ّ ثم λ بدلالة A (λ) العدد كتابة أ. .3
لدينا عندئذ ،[λ; 1] المجال على مستمرةّ f الداّلة

A (λ) =

1∫
λ

f(t)dt

=

1∫
λ

(
et−1 − 2 ln t− 1

)
dt

11
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A (λ) =
[
et−1 − 2t ln t+ t

]1
λ

= −eλ−1 + λ+ 2λ lnλ+ 2(
Cf

) بالمنحنى المحدّد المستوي الحـيز مساحة بأنّها هندسيا تفُسرّ النتيجة فإنّ [λ; 1] المجال على موجبة الداّلة أنّ بما
x = 1 و x = λ ، y = 0 : المعادلات ذات والمستقيمات

lim
λ
>→ 0

A (λ) =
(
2− e−1

)
cm2 أنّ تبيين ب.

لدينا
lim
x
>→ 0

A (λ) = lim
x
>→ 0

(
−eλ−1 + λ+ 2λ lnλ+ 2

)
cm2

فإنّ lim
x
>→ 0

(λ lnλ) = 0 أنّ وبما
lim
λ
>→ 0

A (λ) =
(
2− e−1

)
cm2

■
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الأوّل الموضوع تنقيط سلمّ
( ن 4 ) الأوّل التمرين

التنقيط السؤال ترقيم
0, 25 + 0, 25 1.أ
0, 25 + 0, 25 1.ب
0, 25× 6 2
0, 5 + 0, 5 3
0, 25 + 0, 25 4

( ن 4 ) الثاني التمرين
التنقيط السؤال ترقيم

0, 25 + 0, 5 + 0, 25 1 (I
0, 5 2.أ (I

0, 25 + 0, 5 2.ب (I
0, 25 + 0, 5 1.أ (II
0, 25 + 0, 25 1.ب (II

0, 25 2.أ (II
0, 25 2.ب (II

( ن 5 ) الثالث التمرين
التنقيط السؤال ترقيم

0, 5 + 0, 5 1
0, 5 + 0, 5 2
0, 5 + 0, 5 3
0, 5 + 0, 5 4
0, 5 + 0, 5 5
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( ن 7 ) الرابع التمرين

التنقيط السؤال ترقيم
0, 25 + 0, 25 1 (I

0, 25 + 0, 25 + 0, 25 2.أ (I
0, 25 + 0, 25 2.ب (I

0, 5 + 0, 25 + 0, 25 1.أ (II
0, 75 1.ب (II

0, 5 + 0, 5 1.ج (II
0, 5 2.أ (II

0, 5 + 0, 25 2.ب (II
0, 25 2.ج (II

0, 25 + 0, 5 3.أ (II
0, 25 3.ب (II
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الثاني للموضوع مقترحة نموذجية إجابة
ن) 4 التمرينالأوّل(

B و A الحدثين من كلُاّ احتمال حساب .1 (I
." بالضّبط اللوّن نفس من بطاقتين على الحصول " :A أ.

P (A) =
A عناصر عدد
الإمكانيات عدد

=
C2
3 × C1

3 + C2
2 × C1

4

C3
6

=
13

20

." ENS كلمة تشكّل أنّ ُمكن ي بطاقات ثلاث على الحصول " :B ب.
P (B) =

B عناصر عدد
الإمكانيات عدد

=
C1
1 × C1

3 × C1
2

C3
6

=
6

20

=
3

10

مستقلين. ليسا B و A الحدثين أنّ استنتاج ّ ثم ، P (A ∩ B) =
1

4
أنّ تبيين أ. .2

P (A ∩B) =
A ∩ B عناصر عدد
الإمكانيات عدد

=
C1
1 × C1

2 × C1
2 + C1

1 × C2
2

C3
6

=
5

20

=
1

4

مستقلين. ليسا B و A فإنّ P (A ∩ B) 6= P (A)× P (B) أي 1
4
6= 13

20
× 3

10
أنّ وبما

( محقّق A الحدث أنّ علما B الحدث احتمال ) PA

(
B
) حساب ب.

PA

(
B̄
)
= 1− PA (B)

= 1− P (A ∩ B)

P (A)

= 1−
1
4
13
20

=
8

13

15
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{0; 1; 2} هي X العشوائي المتغيرّ قيم مجموعة أنّ ير تبر أ. .1 (II
S الإمكانية S الحرف ظهور مرّات عدد

S S 0

S S 1

S S 2

X العشوائي المتغيرّ احتمال قانون يف تعر ب.
{X = 0} الحدث •

P (X = 0) =
(n+ 4)2

(n+ 6)2

{X = 1} الحدث •
P (X = 1) =

2× 21 × (n+ 4)1

(n+ 6)2

=
4n+ 16

(n+ 6)2

{X = 2} الحدث •
P (X = 2) =

22

(n+ 6)2

=
4

(n+ 6)2 يلي ما ذلك عن وينتج

xi 0 1 2 المجموع
P (X = xi)

(n+ 4)2

(n+ 6)2
4n+ 16

(n+ 6)2
4

(n+ 6)2
1

P

 X∫
0

tetdt = 1

 =
3

8
أجلها من يكون التي n الطبيعي العدد قيمة تعيين .2

المتراجحة
X∫
0

tetdt = 1

تكافئ
XeX − eX + 1 = 1

وتكافئ
eX (X − 1) = 0

وتكافئ
X = 1

المعادلة وعليه
P

 X∫
0

tetdt = 1

 =
3

8

تكافئ
P (X = 1) =

3

8

16



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
وتكافئ

4n+ 16

(n+ 6)2
=

3

8

وتكافئ
3n2 + 4n− 20 = 0

وتكافئ
n = 2

ن) 4 التمرينالثاني(
C المركّبة الأعداد مجموعة في (2iz −√

3 + i
)(

z2 + 2z + 2
)
= 0 المعادلة حل (I

)المعادلة
2iz −

√
3 + i

)(
z2 + 2z + 2

)
= 0

تكافئ
2iz −

√
3 + i = 0 أو z2 + 2z + 2 = 0

z2 + 2z + 2 = 0 المعادلة لديناحل
∆ = 22 − 4× 1× 2

= −4

= 4i2

= (2i)2

حيث z2 و z1 حلينّ تقبل المعادلة وبالتالي

z1 =
−2− 2i

2× 1

= −1− i

z2 = z1

= −1 + i

2iz +
√
3 + i = 0 المعادلة حل

تكافئ المعادلة
2iz +

√
3 = −i

وتكافئ
2iz +

√
3 = i

وتكافئ
iz = −

√
3

2
+

1

2
i

وتكافئ
z =

1

2
+

√
3

2
i{

1

2
+

√
3

2
i;−1− i;−1 + i

}
هي المعادلة حلول مجموعة وبالتالي

المثلثّي. الشّكل على zC كتابة استنتاج ّ ثم المثلثّي الشّكل على zA كتابة أ. .1 (II
لدينا

|zA| =
√

(−1)2 + 12

=
√
2

17



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
لدينا عندئذ ،zA للعدد عمدة θ ونعتبر

cos θ =
−1√
2

sin θ =
1√
2

ومنه
zA =

√
2
(

cos 3π
4

+ i sin 3π

4

)
12∣∣∣∣ولدينا +

√
3

2
i

∣∣∣∣ = 1arg
(
1

2
+

√
3

2
i

)
≡ π

3
[2π]

نستنتج عندئذ

|zC | = |zA| ×
∣∣∣∣12 +

√
3

2
i

∣∣∣∣
=

√
2× 1

=
√
2

arg (zC) ≡ arg (zA) + arg
(
1

2
+

√
3

2
i

)
[2π]

≡ 3π

4
+

π

3
[2π]

≡ 13π

12
[2π]

وبالتالي
zC =

√
2
(

cos 13π
12

+ i sin 13π

12

)
sin 13π

12
و cos 13π

12
من لكلّ المضبوطة القيمة استنتاج ّ ثم الجـبري الشّكل على zC كتابة ب.

zC = (−1 + i)

(
1

2
+

√
3

2
i

)
= −1

2
−

√
3

2
i+

1

2
i−

√
3

2

= −1 +
√
3

2
+

1−
√
3

2
i

أنّ نستنتج وعندئذ

sin 13π

12
=

√
2−

√
6

4
cos 13π

12
= −

√
2 +

√
6

4

ADB المثلثّ طبيعة استنتاج ّ ثم صرف تخيلّي zB − zD
zB − zA

المركّب العدد أنّ تبيين .2
لدينا

zB − zD
zB − zA

=
zA + zA
zA − zA

=
−1− i− 1 + i

−1− i+ 1− i

=
−2

−2i

= −i

18



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

أنّ ونستنتج صرف تخيلّي zB − zD
zB − zA

المركّب العدد zB∣∣∣∣ومنه − zD
zB − zA

∣∣∣∣ = 1 و arg
(
zB − zD
zB − zA

)
≡ −π

2
[2π]

أي
DB = AB و (−→

AB;
−−→
DB
)
≡ −π

2
[2π]

الساقين. ومتساوي B في قائم ADB المثلثّ أنّ نستنتج عندئذ
z − zB
z − zA

× z − zA
z − zB

= 1 : حيث z اللاّحقة ذات المستوي من M النقط مجموعة (Γ) تعيين .3
يكافئ وذلك z − zB

z − zA
× z − zA

z − zB
= 1 لدينا

z − zA
z − zB

× z − zA
z − zB

= 1

يكافئ و
|z − zA|2

|z − zB|2
= 1

يكافئ و
|z − zA|2 = |z − zB|2 يكافئ و
|z − zA| = |z − zB| يكافئ و

AM = BM

[AB] للقطعة المحوري المستقيم هي (Γ) النقط مجموعة وبالتالي
ن) 5 التمرينالثالث(

الأوّل وحدّها أساسها تعيين يطُلب هندسية (Vn) المتتالية أنّ تبيين أ. .1
لدينا n طبيعي عدد كلّ أجل من

Vn+1 = Un+2 − Un+1

= 3Un+1 − 2Un − Un+1

= 2Un+1 − 2Un

= 2 (Un+1 − Un)

= 2Vn

حيث V0 الأوّل وحدّها 2 أساسها هندسية (Vn) المتتالية ومنه
V0 = U1 − U0

= 1− 0

= 1

.Un = 2n − 1 ،n معدوم غير طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ بالتراجع البرهان ب.
.P (n) بالرمز " Un = 2n − 1 " للخاصية نرمز •

P (0) صحةّ من نتحقّق لدينا•
20 − 1 = 1

= U0
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
صحيحة. P (0) ومنه

.P (k + 1) صحةّ ونبرهن P (k) صحةّ نفترض k كيفي طبيعي عدد أجل من •
لدينا

Uk+1 = Vk + Uk

= 2k + 2k − 1

= 2× 2k − 1

= 2k+1 − 1

صحيحة. P (k + 1) وعليه
.n طبيعي عدد كلّ أجل من صحيحة P (n) بالترّاجع الاستدلال مبدأ حسب •

PGCD (Un;Un+1) = 1 : n طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ استنتاج ج.
لدينا n طبيعي عدد كلّ أجل من

Un+1 = 2n+1 − 1

= 2× 2n − 1

= 2 (2n − 1 + 1)− 1

= 2Un + 2− 1

= 2Un + 1 ومنه
Un+1 − 2Un = 1

PGCD (Un;Un+1) = 1 أنّ ينتج بيزو مبرهنة حسب وبالتالي
n الطبيعي العدد قيم حسب 5 على 3n و 2n العددين من لكلّ الإقليدية القسمة بواقي دراسة أ. .2

لدينا

20 ≡ 1 [5]

21 ≡ 2 [5]

22 ≡ 4 [5]

23 ≡ 3 [5]

24 ≡ 1 [5]

لدينا k طبيعي عدد كلّ أجل من وعليه
24k ≡ 1 [5]

24k+1 ≡ 2 [5]

24k+2 ≡ 4 [5]

24k+3 ≡ 3 [5]

لدينا

30 ≡ 1 [5]

31 ≡ 3 [5]

32 ≡ 4 [5]

33 ≡ 2 [5]

34 ≡ 1 [5]

لدينا k طبيعي عدد كلّ أجل من وعليه
34k ≡ 1 [5]

34k+1 ≡ 3 [5]

34k+2 ≡ 4 [5]

34k+3 ≡ 2 [5]

فرديا. n الطبيعي العدد كان إذا وفقط إذا 5 على القسمة يقبل Ln العدد أنّ تبيين ب.
لدينا

Ln ≡ 0 [5]

يكافئ وذلك
3n + (2n)2024 + 2n − 1 ≡ 0 [5]

يكافئ و
3n +

(
22024

)n
+ 2n − 1 ≡ 0 [5]
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
يكافئ و

3n + 1n + 2n − 1 ≡ 0 [5]

يكافئ و
3n + 2n ≡ 0 [5]

يكافئ و
n ∈ {4k + 1; 4k + 3/k ∈ N}

يكافئ و
n ∈ {2× 2k + 1 ; 2 (2k + 1) + 1 / k ∈ N}

فردي. n العدد أنّ يكافئ و
Un = 2p × Un−p + Up : n ≥ p حيث N من p و n كلّ أجل من أنهّ تبيين أ. .3

لدينا n ≥ p حيث N من p و n كلّ أجل من
2p × Un−p + Up = 2p

(
2n−p − 1

)
+ 2p − 1

= 2p+n−p − 2p + 2p − 1

= 2n − 1

= Un

PGCD (U1962;U1954) = 3 أنّ استنتاج ب.
أنّ n ≥ p حيث N من p و n كلّ أجل من نستنتج السابق السؤال من

PGCD (Un+p;Un) = PGCD (Un;Up) وعليه
PGCD (U1962;U1954) = PGCD (U1954;U8)

= PGCD (U1946;U8)

...
= PGCD (U8;U2)

= PGCD (U2;U2)

= U2

= 3

ن) 7 ) التمرينالرابع
]−1;+∞[ المجال على g الداّلة تغيرّ اتجاه دراسة .1 (I

ولدينا ]−1;+∞[ المجال على للاشتقاق قابلة
g′(x) =

1× (x+ 1)− 1× x

(x+ 1)2
− 1

x+ 1

=
−x

(x+ 1)2

لدينا ]−1;+∞[ من x كلّ أجل من
(x+ 1)2 > 0

لدينا وعندئذ −x البسط إشارة من g′(x) إشارة ومنه
x

g′(x)

−1 0 +∞

+ 0 −
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
.]−1; 0] على تماما متزايدة g الدالة ومنه ،g′(0) = 0 و ]−1; 0[ على g′(x) > 0 •.[0; +∞[ على تماما متناقصة g الدالة ومنه ،g′(0) = 0 و ]0; +∞[ على g′(x) < 0 •

]−1;+∞[ المجال على g(x) إشارة استنتاج ّ ثم g(0) حساب .2
لدينا

g(0) =
0

0 + 1
− ln (0 + 1)

= 0

يلي ما نستنتج عندئذ g للداّلة صغرى حدية قيمة g(0) الداّلة أنّ وبما
x

g(x)

−1 0 +∞

− 0 −

هندسيا. النتيجتين مفسرّا lim
x→+∞

f(x) و lim
x→−∞

f(x) من كلُاّ حساب أ. .1 (II
لدينا

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
2 ln (ex + 1)

ex
− 1

)
= lim

t→+∞

[
2ln t

t− 1
− 1

]
= lim

t→+∞

[
2t

t− 1
× ln (t)

t
− 1

]
أنّ وبما

lim
x→+∞

ln t

t
= 0

lim
x→+∞

2t

t− 1
= 2

فإنّ
lim

x→+∞
f(x) = −1

مقارب مستقيم هو الفواصل محور لحامل والموازي y = −1 المعادلة ذو المستقيم بأنّ هندسيا النتيجة وتفُسرّ
+∞ عند (Cf

) ولديناللمنحنى
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞

[
2 ln (ex + 1)

ex
− 1

]
= lim

x→0

[
2 ln (t+ 1)

t
− 1

]
أنّ وبما

lim
x→0

ln (t+ 1)

t
= 1

فإنّ
lim

x→−∞
f(x) = 1

مقارب مستقيم هو الفواصل محور لحامل والموازي y = 1 المعادلة ذو المستقيم بأنّ هندسيا النتيجة وتفُسرّ
−∞ عند (Cf

) للمنحنى
22



ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

f ′(x) = 2e−x × g(ex) : R من x حقيقي عدد كلّ أجل من أنهّ تبيين ب.
ولدينا R على للاشتقاق قابلة f الداّلة

f ′(x) = −2e−x × ln (ex + 1) + 2e−x × ex

ex + 1

= 2e−x

[
ex

ex + 1
− ln (ex + 1)

]
= 2e−x × g(ex)

تغيرّاتها. جدول تشكيل ّ ثم R على تماما متناقصة f الداّلة أنّ استنتاج ج.
لدينا R من x كلّ أجل من

2e−x > 0

.g(ex) إشارة من f ′(x) إشارة ومنه
لدينا وعندئذ x ∈ ]−∞; +∞[ وتكافئ ex > 0 تكافئ g(ex) ≤ 0 المتراجحة

x

f ′(x)

−∞ +∞

−

R على تماما متناقصة f الداّلة ومنه R على f ′(x) < 0 •
التغيرّات جدول تشكيل

x

f(x)

−∞ +∞

11

−1−1

0, 9 < α < 1 حيث α فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (Cf

) المنحنى أنّ تبيين أ. .2
R على مستمرةّ g الداّلة •
R تماما متناقصة g الداّلة لدينا• •

f(0, 9) ≈ 0, 01f(1) ≈ −0, 03

.f(0, 9)× f(1) < 0 ومنه
0, 9 < α < 1 حيث α فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (Cf

) المنحنى )وبالتالي
Cf

) المنحنى إنشاء ب.
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

f(x) + f ′(x) = 1− 2ex

ex + 1
: R من x كلّ أجل من أنهّ تبيين أ. .3

لدينا R من x كلّ أجل من
f(x) + f ′(x) =

2 ln (ex + 1)

ex
− 1 + 2e−x × g(ex)

= 2e−x ln (ex + 1)− 1 + 2e−x

[
ex

ex + 1
− ln (ex + 1)

]
= 2e−x ln (ex + 1)− 1 +

2

ex + 1
− 2e−x ln (ex + 1)

= −1 +
2 + 2ex − 2ex

ex + 1

= −1 + 2− 2ex

ex + 1

= 1− 2ex

ex + 1

R على f للدالة F أصلية دالة استنتاج ب.
حيث R على F أصلية دالة تقبل هي وبالتالي ، R على مستمرةّ f الداّلة

F (x) = −f(x) + x− 2 ln (ex + 1)

= −2e−x ln (ex + 1) + 1 + x− 2 ln (ex + 1)

= x+ 1− 2
(
e−x + 1

)
ln (ex + 1)

هندسيا. النتيجة تفسير ّ ثم β1 حساب أ. .1 (III

β1 =

1∫
0

[
2e−x ln (1 + ex)− 1 + 1

]
dx

=

1∫
0

[f(x) + 1]dx

= [F (x) + x]10

= F (1)− F (0) + 1

= 1 + 1− 2
(
e−1 + 1

)
ln (e+ 1)− 0− 1 + 2

(
e0 + 1

)
ln
(
e0 + 1

)
+ 1

= 4 ln 2− 2
(
e−1 + 1

)
ln (e+ 1) + 2

المستوي الحـيزّ مساحة قيمة هو β1 بأنّ هندسيا تفُسرّ النتيجة وعليه ، f(x) > −1 ،R من x كلّ أجل من
x = 1 و x = 0 ، y = −1 : المعادلات ذات والمستقيمات (Cf

) بالمنحنى المحدّد
βn ≤ 2 ln (1 + e) : n معدوم غير طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ تبيين ب.

لدينا N∗ من n كلّ أجل ومن [0; 1] من x كلّ أجل من
e−

x
n ln (1 + ex) ⩽ 1× ln (1 + e)

ومنه
1∫

0

e−
x
n ln (1 + ex)dx ⩽ ln (1 + e)

وعليه
βn ⩽ 2 ln (1 + e)
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

l حقيقي عدد نحو متقاربة أنّها استنتاج ّ ثم N∗ على تماما متزايدة (βn) المتتالية أنّ تبيين ج.
لدينا N∗ من n كلّ أجل من

1

n+ 1
<

1

n

نجد [0; 1] من x كلّ أجل ومن
e−

x
n < e

− x
n+1

ومنه
e−

x
n ln (ex + 1) < e

− x
n+1 ln (ex + 1)

وعليه
0 < e−

x
n ln (ex + 1) < e

− x
n+1 ln (ex + 1)

وبالتالي
1∫

0

e−
x
n ln (ex + 1)dx <

1∫
0

e
− x
n+1 ln (ex + 1)dx

بالعدد الأعلى من محدودة أنّها وبما N∗ على تماما متزايدة (βn) المتتالية أنّ نستنتج عندئذ ، βn < βn+1 أي
l حقيقي عدد نحو متقاربة فهي 2 ln (e+ 1)(

1− e−
1
n

)
ln 4n ≤ βn ≤

(
1− e−

1
n

)
ln (1 + e)2n : n معدوم غير طبيعي عدد كلّ أجل من أنهّ تبيين أ. .2

لدينا [0; 1] من x كل أجل من
ln 2 ≤ ln (ex + 1) ≤ ln (e+ 1)

نجد N∗ من n كلّ أجل ومن
e−

x
n ln 2 ⩽ e−

x
n ln (ex + 1) ⩽ e−

x
n ln (e+ 1)

ومنه
ln 2

1∫
0

e−
x
ndx ⩽

1∫
0

e−
x
n ln (ex + 1)dx ⩽ ln (e+ 1)

1∫
0

e−
x
ndx

وعليه
2n
(
1− e−

1
n

)
ln 2 ⩽ βn ⩽ 2n

(
1− e−

1
n

)
ln (1 + e)

)أي
1− e−

1
n

)
ln 4n ≤ βn ≤

(
1− e−

1
n

)
ln (1 + e)2n

لدينا N∗ من n كلّ أجل من .l للعدد حصر استنتاج ب.
n
(
1− e−

1
n

)
ln 4 ⩽ βn ⩽ n

(
1− e−

1
n

)
ln (1 + e)2

ولدينا
lim

n→+∞

[
n
(
1− e−

1
n

)]
= lim

n→+∞

(
−1− e−

1
n

− 1
n

)

= lim
m→0

(
em − 1

m

)
= 1

فإنّ l نحو متقاربة (βn) أنّ lnوبما 4 ≤ l ≤ ln (e+ 1)2■
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ

الثاني الموضوع تنقيط سلمّ
( ن 4 ) الأوّل التمرين

التنقيط السؤال ترقيم
0, 25 + 0, 5 1.أ (I
0, 25 + 0, 5 1.ب (I
0, 25 + 0, 25 2.أ (I
0, 25 + 0, 25 2.ب (I

0, 25 1.أ (II
0, 25 + 0, 25 + 0, 25 أ.ب (II

0, 25 + 0, 25 2 (II

( ن 4 ) الثاني التمرين
التنقيط السؤال ترقيم

0, 25 + 0, 5 + 0, 25 (II
0, 25 + 0, 5 1.أ (II
0, 25 + 0, 5 1.ب (II
0, 5 + 0, 5 2 (II
0, 25 + 0, 25 3 (II

( ن 5 ) الثالث التمرين
التنقيط السؤال ترقيم

0, 25 + 0, 75 1.أ
0, 25 + 0, 5 1.ب
0, 25 + 0, 25 1.ج
0, 5 + 0, 5 2.أ

0, 5 2.ب
0, 75 3.أ
0, 5 3.ب
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ياضيات ر شعبة إ بورقلة للأساتذة العليا المدرسة لأ إ ياضيات الر مادة لأ
( ن 7 ) الرابع التمرين

التنقيط السؤال ترقيم
0, 25 + 0, 25 1 (I
0, 5 + 0, 25 2 (I

0, 25 + 0, 25 + 0, 25 + 0, 25 + 0, 25 1.أ (II
0, 5 1.ب (II

0, 25 + 0, 25 1.ج (II
0, 25 2.أ (II
0, 5 2.ب (II
0, 25 3.أ (II

0, 25 + 0, 25 3.ب (II
0, 25 + 0, 25 1.أ (III

0, 25 1.ب (III
0, 25 + 0, 25 1.ج (III
0, 25 + 0, 25 2.أ (III

0, 25 2.ب (III
■ انتهـى
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نافعبنعقبة  : المنصة العلمية



  رياضيات  03القســــم :                                            المــوسم الدراسـي : 

                    ريـــاضيات  :الشــعبة                                                  حان بــــكالوريا تـــجريبي  ــــامت

   عات و نصف  سا04المـدة :                                                 إختبار في مـــادة الريـــاضيات        
@@@@@@                                         @@¥«ÏôÏΩa@Üyc@âbn±@Êc@|ë6Ωa@Û‹«@@@@@
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  - أجب بصحيح أو خطأ :

e,1المعرفة على المجال f حجم المجسم المولد بالدوران حول محور الفواصل للتمثيل البياني للدالة )-1            : بــــــــ
 

                

( )2
2

( )
Lnx

f x
x

=
  

4πهو : 
5

V uv=؟    

     2-(   
2023 11

2023
lim

x

x x→+∞

 
+ = 

  

 :  منn من أجل كل )-3    
( )

1
2

1 3
2 2 2

1 3 3 1

1 3 3 3 3
2

......

n

n

+ 
+ −  

 + + + + + = 

    4-(( )nUو( )nVمتتاليتان عدديتان معرفتان على* : 1 بــــــ
2n

eU
n

= −   ،  3
nV Ln e

n
= +.  

)       المتتاليتان  )nUو( )nV متجاورتان  ؟ 

   a@ÂÌä‡n€afiÔ„bqZ)05@¬b‘„@H 

I-(1ادرس حسب قيم العدد الطبيعي -(n: 2  بواقي قسمة كل منn ، 3n11 على.  

2 -(n، عدد طبيعي α : 2 عدد صحيح ، نضع 1 5 1
α 2023 α 4n nA + += + × 

n : 1444  أ)- تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي 0 11A  ≡   . 

  .nمن أجل كل عدد طبيعي 11يقبل القسمة على  αAالتي من اجلها α  بـــ)- عين الأعداد الصحيحة 

1443  بحيث :t   جـ )- أوجد قيم العدد الطبيعي 1444 0 11t t  + ≡  .  

II2)- نضع في علبة بطاقات مرقمة ببواقي قسمة العددn بطاقات على التوالي وبدون إرجاع3 ، نسحب من العلبة 11 على  

  البطاقات المسحوبة تحمل أرقما فردياB البطاقات المسحوبة تحمل أرقماأولية ،A لتكن الحادثتان التاليتان :
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A ، B ،A )- أحسب احتمال الحوادث :1 B∩ : استنتج احتمال الحادثة. A B∪.  

 )-  أحسب احتمال سحب بطاقة تحمل رقما أوليا علما أنه فردي . 2

  الذي يرفق بكل عملية سحب عدد البطاقات التي تحمل رقما أوليا المتبقية في العلبةX )-  ليكن المتغير العشوائي3

 @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ثم أحسب أمله الرياضياتي . X        - عرف قانون إحتمال

a@ÂÌä‡n€afis€bqZ)05@¬b‘„@H@

1-(( )P zكثير حدود للمتغير المركب  z  : حيث ( ) 3 4 ² 8 8P z z z z= − + − 

)هو جذرلــ 2أ)- تحقق أن      )P z .      بـــ)- حل في  : مجموعة الأعداد المركبة المعادلة( ) 0P z = . 

) )- في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس2 ), ,o u v
 

 تحقق لواحقها على الترتيب :  C و A ،B لتكن النقاط :  ،

    2Az =   ، 1 3Bz i= 1   و  + 3Cz i= −  . 

و Bz ،Czأ)- أكتب كل من و   
 

B

C

z
z

حتى يكون العددnبـــ)- عين قيم العدد الطبيعي  على الشكل الأسي . 
n

B

C

z
z

 
 
 

  حقيقيا .

n  : 3جــ)- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي فردي   3 3 12 0n n n
B Cz z ++ + = 

 ؟  OBACماهي طبيعة الرباعي   ، C وA ،B د)- علم النقاط : 

3 -(Mو  'M  : نقطتان من المستوي ذات اللاحقتانz و 'z :  على الترتيب حيث ' A C

C

z z zz
z z
× −

=
−

 

)لتكن  أ)-        )E مجموعة النقطM ذات اللاحقةz  : بحيث( )( ) 1B Cz z z z− − )  عين ثم أنشئ ،= )E . 

بـــ)- تحقق أن :          
 

' C
A

C

zz z
z z

= +
−

 

)المجموعة Mجـــ)- بين أنه عندما تمسح النقطة       )E فإن النقطة'Mتمسح دائرة( )C. يطلب تعيين عناصرها   

a@ÂÌä‡n€afi…iaâZ)07@¬b‘„@H@

Iالجدول التالي هو جدول تغيرات الدالة -(gالمعرفة على : بـــــــ 
 

( ) 22 5 4 1( ) ² xg x x x e −= − + +.    
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( )gC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ), ,O i j
 

1i حيث :  cm=


 

) ، استنتج  إشارة g)- أنقل ثم أكمل جدول تغيرات الدالة 1   )g xعلى.  2  تحقق أنه من أجل كل -(x من :1 0( )g x −   

  : 21 من x)- برهن أنه من أجل كل3  2 4( ) '( ) ''( ) xg x g x g x e −− = − +. 

): )- أحسب 4  )
2

1

1( )S g x dx=   فسر هذه النتيجة بيانيا . ،  ∫−

IIلتكن الدالة -(f المعرفة على{ }1fD = − : بــــ ( )22 3 1
1

( ) xxf x e
x

− −
= + − 

   . 

      ( )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ), ,O i j
 

  . 

 : )- أ)- أحسب1
1

lim ( )
x

f x
→



،
1

lim ( )
x

f x
→



،lim ( )
x

f x
→−∞

limأحسب :      بـــ)- . فسر هذه النتائج بيانيا، ( )
x

f x
→+∞

.  

:fD من x)- أثبت أنه من أجل كل2
( )2

1

( )
'( )

g xf x
x

=
−

  . شكل جدول تغيراتها .fDعلىf ، استنتج اتجاه الدالة 

))- أكتب معادلة المماس3 )T للمنحنى ( )fC0عند النقطة ذات الفاصلة 2x =.  

)0 :)- أحسب 4 )f ، 3
2

f
 
 
 

)، ثم أ�شئ )T و ( )fC.  

IIIلتكن الدالة -(h المعرفة على { }1 1,hD = − −: بـــــ
 

( )22 3
1

1
( )

xx
h x e

x
−

 −
 = +
 − 

.  

       ( )hC. تمثيلها البياني في المعلم السابق 

.                                    h)- أثبت أن الدالة1     ))- اشرح كيفية إنشاء2 دالة زوجية  )hCإنطلاقا من ( )fC.  

))- أنشئ 3      )hC ( استعمل الألوان للتوضيح ) . 
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                                                              %a@ ÏôÏ����������������fia@Ô„bq  

a@ÂÌä‡n€a@fiÎ˛Z)04@¬b‘„@H 

I -(1 119)- أوجدD 119 مجموعة القواسم الطبيعية للعدد  . 

))- أوجد الثنائيات 2         ),a b من ( )2
* : حيث ( )

( )
17
2023

,

,

PGCD a b
PPCM a b

 =


=
 

II2 )- لتكن في
 : المعادلة ( )289 34 2023......x y E− = 

))- أوجد 1     )289 34,PGCD ثم استنتج أن المعادلة،( )E2 تقبل حلولا في
 .  

))- بين أنه إذاكانت الثنائية2    ),x yحلا للمعادلة ( )Eفإن y2 . ثم استنتج في 17 مضاعف للعدد
 حلول المعادلة( )E. 

))- أوجد الثنائيات3    ),x yحلول المعادلة ( )E: 2  التي تحقق 52x y− ≤  

  III -(  n؟ 34  ،  فما هو باقي قسمته على16 هو17 عددطبيعي فردي ، باقي قسمته على  

a@ÂÌä‡n€afiÔ„bqZ)04@¬b‘„@H@

@

  ، تحصلت الجزائر في رياضة الملاكمة  على : 2022)- في ألعاب البحر المتوسط التي إحتضنها ولاية وهران ( بالجزائر ) في جوان 1

  ميداليات فضية و ميدالية واحدة برونزية  . وضعت هذه الميداليات في صندوق  4 ميداليات ذهبية ، 7

عند 10DA عند سحب ميدالية ذهبية ، يربح 20DA- نسحب من الصندوق ميداليتين في آن واحد  . نعتبر اللعبة التالية : يربح لاعب 
  فضية  عند سحب ميدالية10DAسحب ميدالية فضية و يخسر

 ، ثم أحسب أمله الرياضياتي X الذي يمثل ربح أو خسارة اللاعب ، عرف قانون الاحتمال للمتغير العشوائي X- ليكن المتغير العشوائي

 ملاكمة ( إناث) من بينهم 20)- بعد نجاح رياضة الملاكمة في الجزائر  ترشح للمشاركة في ألعاب البحر المتوسط التي ستقام بفرنسا  :  2
  ملاكم ( ذكور)من بينهم الملاكم :بن قاسمية محمد .18الملاكمة : إيمان خليف  و 

  تم اختيارمجموعة مكونة من  ثلاث ملاكمين للمشاركة في هذه التظاهرة الرياضية 

  : المجموعة تضم ذكر وأنثيين .B : المجموعة تضم ثلاث ذكور.     A- احسب احتمال الحوادث التالية : 

 C         . المجموعة تضم إيمان أو محمد :  

 D                                    .   : المجموعة تضم ثلاث إناث ولاتضم الملاكمة إيمان بعد ما تم إقصائها نهائيا من المنافسة 
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  a@ÂÌä‡n€afis€bqZ)05@¬b‘„@H 

I لتكن المتتالية -(( )nUالمعرفة على : بـــــ 
0

1

1
2

9 2
8

n
n

n

U

U
U

U+


=

 +
 =

+

  

 :1من n)- أ)- تحقق أنه من أجل كل 1

709
8n

n

U
U+ = −

+
 

: 0من nبـــ)- باستعمال مبدأ البرهان بالتراجع أثبت أنه من أجل كل  2nU≤ ≤.  

)جــ)- أثبت أن المتتالية )nUمتزايدة تماما على  ه)- استنتج مما سبق أن المتتالية       . ( )nU. متقاربة 

) :من n)- أ)- أثبت أنه من أجل كل 2 )1

72 2
8n nU U+− ≤ −.  

 :من nبـــ)- استنتج أنه من أجل كل     
3 70 2
2 8

n

nU
 

≤ − ≤  
 

lim، ثم أحسب :  nn
U

→+∞
.  

II لتكن المتتالية -(( )nVالمعرفة على: بـــــ  
2
1

n
n

n

U
V

U
−

=
+

 

))- أثبت أن1 )nV 0 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأولV  . 

lim)- أحسب nU        . 3 ثم   nVالحدالعام n)- أكتب بدلالة عبارة 2 nn
V

→+∞
lim، ثم استنتج للمرة الثانية حساب nn

U
→+∞

 .  

 حيث :   nS  المجموع n)- أحسب بدلالة 4

                ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 1 1 2 21 10 1 10 1 10 1.......... n

n n nS U V U V U V U V= − + − + − + + − 

a@ÂÌä‡n€afi…iaâZ)07@¬b‘„@H@

I -(aو b : عددان حقيقيان موجبان تماما ، باستعمال المساواة ( ) ( ) ( )Ln a b Ln a Ln b× =  أثبت أن :   +

       1
2

ln ( )a Ln a= 

IIلتكن الدالة-(g  1 المعرفة على المجال,gD  = +∞   بــــ : 
1 1

2 2
( )

xg x Ln
e
−

= + 

)- أحسب : 1
1

lim ( )
x

g x
→



 ،lim ( )
x

g x
→+∞

  . 
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  .gDثم شكل جدول تغيراتها على g)- أدرس اتجاه تغير الدالة  2

)3)- أحسب3 )g ثم استنتج إشارة ، ( )g xعلىgD.  

IIIلتكن الدالة -(f  1المعرفة على المجال,fD  = +∞  )  بــــ :  ) 11 1
2

0 1

;
( )

;

xx Ln xf x e
x

 −
 −= 
 =

 .   

  ( )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ), ,O i j
 

. 

)- أحسب : 1
1 1
( )

lim
x

f x
x→ −



lim)- أحسب : 2  . ماذا تستنتج   ؟ فسر هذه النتيجة بيانيا .      ( )
x

f x
→+∞

. 

,1 من x)- أثبت أنه من أجل كل3  +∞ :'( ) ( )f x g x=شكل جدول تغيرات الدالة ، f على  fD . 

))- أ)- أثبت أن 4 )fC يقطع حامل محور الفواصل عند نقطةA  فاصلتهاα : حيثα 1. يطلب تعيينها 

)     بـــــ)- أكتب معادلة المماس  )T عند النقطةA جـــ)- أنشئ    .( )Tو ( )fC  .  

hD,1المعرفة على المجال  h)- لتكن الدالة5  = +∞  بــــ : 
 
( ) ( )h x f x= −

 

   
)- اشرح كيفية إنشاء  )hCالتمثيل البياني للدالة h إنطلاقا من 

 
( )fC ثم أنشئ . ( )hC . في نفس المعلم السابق  

}من xتحقق أنه من أجل كل  )- أ)-6 }1−:2 11
1 1

²x x x
x x
−

= − −
− −

α  ، ثم أحسب : 

2

2
1

²x x dx
x
−
−∫ 

    بـــ)- أحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بـــ :
 
( )fC: 2 و محور الفواصل  و المستقيمين الذي معادلتهماx = ، αx =  . 

     ( استعمل التكامل بالتجزئة  ) 

  جــ)- استنتج حساب مساحة الحيز المستوي المحدد بـــــ :
 
( )fCو ( )hC: 2  و المستقيمين الذي معادلتهماx = ، αx = . 
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1-( ( ) ( )4
2

1 1

4
π π( )

e e Lnx
V f x dx uv dx uv

x
= =∫ ∫

 
4πهو : 

5
V uv=؟      

  
( )5

1

4π4π
5 5

e

Lnx
V uv uv

 
 = =
 
  

 ن) 0.5......................................................... (  ��ي�ةالإ�ابةو منه :   

لدينا :   xمن أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  )-2
2023120231

x
xLn

xe
x

 
+ 

  
+ = 

 
 

    نضع : 
1t
x

=،  x → +∞ ، 0t → . 

( ) ( )1 2023 1 2023
2023

2023
0 0

20231lim lim lim
x Ln t Ln t

t t
x t t

e e
x

+ +
×

→+∞ → →

 
+ = = 

 
 

بما أن : 
( )

0

1
1lim

X

Ln X
X→

+
202320231lim   و منه : =

x

x
e

x→+∞
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 أوبينياتر الخاصةثانوية                                                ا تجريبية                 يامتحان بكالور 

 0202دورة ماي                                                                      رياضيات: شعبةال
 نصفسـا و  2المـدة:                                       اختبار في مادة: الرياضيات

 على المترشح أن يختار أحد الموضوعين

 الموضوع الأول

 نقاط( 22)ن الأول: يالتمر 
, 0, 1, 2يحتوي كيس على خمس كريات حمراء تحمل الأرقام :    −1 , , 0, 1 : ريات خضراء تحمل الأرقامو ثلاث ك 2− و  1−

, 0كرتان سوداوان تحملان الرقمين :   ) الكريات لا نفرق بينها عند اللمس(. 1−

 نسحب عشوائيا ودون إرجاع  كريتين من هذا الكيس و ليكن الحدثان : ( 1

A: ,"الكريتان المسحوبتان لوناهما مختلفان"B: "الكريتان المسحوبتان تحمل كل منهما عددا موجبا تماما" 

أحسب   - p A  و p B  ثم بين أن  32

45
p A B  . 

 نعيد الكريات المسحوبة إلى الكيس و نسحب منه كريتين  في آن واحد . ( 2 
x فق بكل سحبة ممكنة العدد الحقيقيالمتغير العشوائي الذي ير  Xليكن  y  حيثx  وy  هما الرقمان اللذان تحملاهما

 الكريتان المسحوبتان من الكيس.
 ثم أكتب قانون إحتماله . Xأ/ عين القيم الممكنة للمتغير العشوائي     
ياتي ب/ أحسب الأمل الرياض    E X . 

 نقاط( 22التمرين الثاني: )

ةنعتبر المتتالية العددي nu 0: المعرفة بـ

1
u

5
 ومن أجل كل عدد طبيعي 𝑛، n

n 1

n

2u
u

2u 1
 


 

n،nتحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي ( 1 1

n

1
u 1

2u 1
  


  

n،n برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي /أ  (2

1
0 u

2
   

n، تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعيب/      n n

n 1 n

n

u 1 2u
u u

2u 1



 


ثم بين أن المتتالية   nu . متزايدة تماما 

هل ( 3 nu . متقاربة ؟ عين نهايتها 

 :  𝑛 نضع من أجل كل عدد طبيعي( 4
n

n
n

n

3 u
v

2u 1



 

أثبت أن المتتالية أ/       nv هندسية أساسها q 6. 

ثم استنتج أن  nبدلالة  nvأحسب عبارة ب/     
n

n n 1

2
u

3 2 


 . 

nأحسب ج/     
n
lim u


 .  
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 نقاط( 20) التمرين الثالث:
1 )a  وb201ي الأساس ثلاثة على الشكل عددان طبيعيان مكتوبان في النظام ذa   100وb    

 في النظام العشري . bو  a أكتب العددين          

2 )x و y و عددان صحيحان ( )E  المعادلة ذات المجهول( ; )x y : 3 التاليةax by    
)كانت الثنائية بين أنه إذا أ/      ; )x y  حلا للمعادلة( )E: فإن  0 3x  

حلا خاصا تجب/ استن    
0 0( ; )x y حيث

00 5x ثم حل المعادلة ( )E . 
)حيثyو  xإلى القاسم المشترك الأكبر للعددين dنرمز بالرمز ( 3 ; )x y حل للمعادلة( )E . 

 ؟ dماهي القيم الممكنة للعدد / أ
بين ان  /ب   gcd , ,3p x y pcgd y . 

)عين الثنائيات ج/  ; )x y حلول المعادلة ( )E  حتى يكونy

x
 .  للاختزالقابلا   كسرا  

4)( )
n

uو( )
n

v  بـ :متتاليتان حسابيتان معرفتان على 
0 2u   ،1 19

n n
u u     و

0 5v   ،  1 9
n n

v v   
عين كل الثنائيات  -    ;p q  التي تحقق  للأعداد الطبيعية 

p q
u v  20وq p  . 

 نقاط( 20التمرين الرابع: )
I.  نعتبر الدالة العدديةg  بـ :  المعرفة على المجموعة    x 2g x 1 1 x e    . 

 g أدرس تغيرات الدالة ( 1

x، استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي ( 2 g x 0  

II.  نعتبر الدالة العدديةf بـ :  المجموعة  المعرفة على  x 2f x x 1 xe    

نسمي  fC المنحني الممثل لها في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  O,i, j 

أحسب  (1 
x
lim f x


و   
x
lim f x


 

x، بين أنه من أجل كل عدد حقيقي (2   f ' x g x    ثم استنتج اتجاه تغير الدالةf . وشكل جدول تغيراتها 

أحسب  (3   
x
lim f x x 1


    . ثم فسَر النتيجة هندسيا 

أدرس الوضعية النسبية للمنحني  (4 fC بالنسبة الى المستقيم   ذي المعادلةy x 1  

بين أن  / أ  (5 I نقطة انعطاف للمنحني  3;2 fC 

بين ان المنحنيب/  fC  0نقطة فاصلتها  يقطع محور الفواصل فيx  00حيث x 0.2 . 

بين المنحني ج/  fC يقبل مماسا T  يوازي المستقيم   يطلب تعيين معادلة ديكارتية له. 
fأحسب (  6    ( 1)  ثم أرسم T،    و fC 

التالية : xعدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجهول الحقيقي  mناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي (  7   
  x 2E : xe 1 m 0     

بـ :  المعرفة على المجموعة  Fنعتبر الدالة العددية (  8      2 x 21
F x x x 1 x e 3

2

      

 .xللمتغير  2التي تنعدم من أجل القيمة  و على  fدالة أصلية للدالة  Fبين أن الدالة 
 انتهى الموضوع الأول
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 الموضوع الثاني

 نقاط( 22التمرين الأول: )

n  :4عدد طبيعي حيثn  

 حمراء و البقية سوداء . نسحب في آن واحد كريتين . 3كرية لا يمكن التمييز بينها في اللمس ، منها  nعلى Uيحتوي صندوق 
 . "سحب كرية حمراء على الأكثر "B" ،سحب كريتين من نفس اللون  "Aاحتمال الحدثين  التاليتين : ( أحسب1
  "سحب كرية حمراء على الأقل "C( أحسب احتمال الحدث 2
( نعيد التجربة و نضيف صندوقين بحيث نرمز لـ  3

k
U  للصندوقk  1 3k   لىالذي يحتوي عk كرية حمراء و

n k  ثلاثة و نسحب في آن واحد كريتينكرية سوداء ، نختار عشوائيا صندوق من الصناديق ال. 
 الحصول على كريتين سوداويتين"  " الحدث NN الحصول على كريتين حمراويتين" و " الحدث: RRنسمي 

 "     ل على كريتين مختلفتين في اللون و الحص " الحدث RN و 
 العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب عدد الكرات الحمراء.  Xليكن المتغير 
 الاحتمالات.انجز شجرة  (أ

 . Xعين مجموعة قيم  (ب

 أن: جـ( أثبت            4 3 7
1

3 1

( )

( )

n
P X

n n


 


و    8

2
3 1( )

P X
n n

 


   . 

 الرياضياتي.أحسب أمله  ثم Xقانون الاحتمال للمتغير العشوائيد( عين            
 نقاط( 22التمرين الثاني: ) 

I.  المعادلة ذات المجهول المركب  حل في مجموعة الأعداد المركبةz التالية: 

  2z 2 z 2z 4 0    

II.  الى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  المركب المنسوبنعتبر في المستوي , ,O u v النقط, ,C B A لواحقها على الترتيب

1 3 , 1 3
B A

z i z i       2 و
C

z  

3أن :  بين ( 1
i

B C

A C

z z
e

z z





. 

 .ABCعين طبيعة المثلث أ(    

عين مركز ونصف قطر الدائرةب(    C  المحيطة بالمثلثABC  أرسم ثم C. 

مجموعة ( عين الطبيعة والعناصر الهندسية لل2   مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz   و التي تحقق

 2 0z z zz  . 

تنتميان إلى  Bو Aتحقق أن النقطتين ( 3 . 

وزاويته  Aالدوران الذي مركزه النقطة  Rليكن ( 4
3

. 

 .Rبالدوران  Bعين صورة النقطة أ( 

 



4 

 

عين ب( 
D

z  لاحقة النقطةD  صورة النقطةC  بالدورانR  ثم استنتج طبيعة الرباعيABCD. 

عين صورة المجموعة ج(    بالدورانR. 
 نقاط( (04التمرين الثالث: 

 المعادلة : 2نعتبر في المجموعة      :5 6 3E x y  

)أثبت أنه إذا كانت الثنائية  /أ( 1 , )x y  حلا للمعادلة E   فإنx  3للعدد مضاعف. 

 استنتج حلا خاصا للمعادلة   /ب     E المعادلة  2ثم حل في E 

استنتج حلول الجملةج/  
 
 

1 6

4 5

x

x

  


 
 :   S 

2 )a  وb : عددان طبيعيان حيث 

1 0 00a   0و  3الأساس  في النظام ذوb     5في النظام ذو الأساس. 

)حتى تكون الثنائية  و   عين أ/      ; )a b  حلا للمعادلة  E. 

 نقاط( 20التمرين الرابع: )

I.  نعتبر الدالة العدديةg  بـ :  المعرفة على المجموعة   
x

x

x

e
g x ln e 1

e 1
  


 

وليكن  gC  ي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس تمثيلها البياني في المستو O,i, j 
أحسب  ( 1      

x
lim g x


 وفسر النتيجة هندسيا ثم  أحسب   
x
lim g x


. 

x،بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ( 2 
 

2x

2
x

e
g ' x

e 1





  

 وشكل جدول تغيراتها  gاستنتج اتجاه تغير الدالة  ثم 

 عدد حقيقي ، xبين أنه من أجل كل ( 3   x

x

1
g x ln 1 e x

1 e


   


  

أ( أحسب    
x
lim g x x 1


     . ثم فسر النتيجة هندسيا 

أرسم     و gC 
استنتج اشارة ( 4      g x عندما يتغيرx  في المجموعة. 

II. f  بـ :  الدالة العددية المعرفة على المجموعة   x xf x e ln e 1  

برهن أن ( 1 
x
lim f x 1


  ثم  أحسب 
x
lim f x


. 

x،بيَن أنَه من أجل كل عدد حقيقي ( 2   xf ' x e g x    ثمَ استنتج اتجاه تغير الدالةf  وشكل جدول تغيراتها 

 :عدد حقيقي xتحقق أنَه من أجل كل ( 3
x

x x

1 e

e 1 1 e




 

ثم أحسب :  
0

xln 3

1
dx

e 1  

أحسب ( 4      
0

ln 3
f x dx

 

 ثانيانتهى الموضوع ال
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 التصحيح النموذجي

 الموضوع الأول

 التمرين الأول:

  : حساب الاحتمالات (1

P(A) = 6290 

P(B) = 690 

P(A ∩ B) = 490 

P(A ∪ B) = 6490 = 3245 

2)   

 المتغير العشوائي  (أ

P(X = 0) = 745 

P(X = 1) = 2045 

P(X = 2) = 1245 

P(X = 3) = 545 

P(X = 4) = 145 

E(X) حساب الأمل الرياضياتي (ب = 1.4 
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 التمرين الثاني:

لدينا :  ●
0

1

5
u     ومن أجل كل عدد طبيعيn،

1

2

2 1

n
n

n

u
u

u
 


   

،nالتحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي (1
1

1
1

2 1
n

n

u
u

  


    

لدينا : -
1

2 2 1 1 1
1

2 1 2 1 2 1

n n
n

n n n

u u
u

u u u


 
   

  
ومنه :   

1

1
1

2 1
n

n

u
u

  


 

 

n،1أ( البرهان على أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
0

2
n

u   

نسمي  P n . هذه الخاصية 

0nمن أجل  -1   : لدينا
0

1

5
u           1و 1

0
5 2

   أي
0

1
0

2
u  

اذن  P n  0.صحيحة من أجلn  

نفرض صحة  -2 P n  : َ1أي نفرض أن
0

2
n

u   ونبرهن صحة 1P n   : َأي نبرهن أن

.
1

1
0

2
n

u   

لدينا :  -

1
0

2
n

u 
0ومنه   2 1

n
u   أي  

1 2 1 2
n

u  
 

وبالتالي  

1 1
1

2 2 1
n

u
 

    إذن 

1 1
1

2 1 2
n

u
    


 

وأخيرا : 

1 1
0 1

2 1 2
n

u
  

     أي
1

1
0

2
n

u  
ومنه   1P n  . صحيحة 

جع فان حسب مبدأ الاستدلال بالترا -3 P n   صحيحة من أجل كل عدد طبيعي.n 
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،n التحقق انه من أجل كل عدد طبيعي  (2
 

1

1 2

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u



 


  

 .لدينا :  ●
 2 2

1

1 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

n nn n n n n n
n n n

n n n n

u uu u u u u u
u u u

u u u u


  
     

   
 

تبيان أن المتتالية  ● n n
u


 متزايدة : 

1nندرس اشارة الفرق :  n
u u 

 

لدينا :  -

 
1

1 2

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

ولدينا : 

1
0

2
n

u 
1ومنه   2 0

n
u          0أي 1 2 1

n
u  

 

        وبالتالي : 

  1
0 1 2

2
n n

u u  
 

دينا :     ول -

1 1
1

2 2 1
n

u
 

               ومنه

 1 2 1
0

2 1 2

n n

n

u u

u


 


 

1أي  - 0
n n

u u    وبالتالي المتتالية n n
u

 .متزايدة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:دراسة تقارب المتتالية ج( 
 n n
u

 

 n n
u

  متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد

1

.فهي متقاربة وتتقارب من العدد  2

1

2 

تعيين نهاية المتتالية  ●

1

2
n

n
lim u



 :

 n n
u

 

 

𝑛 3 لدينا من أجل كل عدد طبيعي (3

2 1

n

n
n

n

u
v

u



:  

اثبات أن المتتالية  (1 n n
v

 : هندسية 

 لدينا :  ●

1

1
1

1

3

2 1

n

n
n

n

u
v

u









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1

1
1

1

2 6 3
3 3

3 2 1 2 1

2 4 2 12 1
2 1

2 1 2 1

n
n n n

n

n n n
n

n n nn

n n

u u

u u u
v

u u uu

u u







 
 

 
  

   
   أي

1 6
2 1

3n

n
n

n
u

u
v   


 2 1

n
u


 3

6 6
2 1 2 1

n

n
n

n n

u
v

u u


  

   ومنه n n
v

  6هندسية أساسهاq   وحدها الأول

0

0
0

0

1 1
1

3 15 5
1 32 1 3

2 1
5 5

u
v

u


    

   
  

nحساب عبارة الحد العام  (2
v  بدلالة: n 

لدينا :  ●
0

1
6

3

n n

n
v v q    

 

 استنتاج أنَ :  ●
1

2

3 2

n

n n
u 

 

لدينا :  -

3

2 1

n

n
n

n

u
v

u


    2ومنه 3n

n n n n
u v v u   2أي 3n

n n n n
u v u v 

 

ومنه  - 2 3n

n n n
v u v    : 2وبالتالي 3

n
n n

n

v
u

v



 

إذن : 

1
6

63
1 2 6 3 3

2 6 3
3

n
n

n n n
n n

u

 
  

       
      ومنه

6 2 3

2 6 3 3 2 3 2 3 3

n n n

n n n n n n
u


  

         أي
1 1

2 2

2 3 3 2

n n

n n n
u   

  

 حساب ●
n

n
lim u


 : 
1

2 2 1 1

32 3 212 2 2 3
2 2

n n

n nn
n n n

n

n

lim u lim lim  
   

           

:        

 

 

 التمرين الثالث:

1) a,b   في النظام العشري𝑎 = 𝑏  و   19 = 9 
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0) 

𝑥تبيان أن ( أ ≡ 0[3] 19𝑥 − 9𝑦 = 3 … (𝐸) , 19𝑥 = 9𝑦 + 3  ,  19𝑥 = 3(3𝑦 + 1)  , 19𝑥 ≡ 0[3] 

𝑥ذن ا )حسب مبرهنة غوص ( 3أولي مع  11و  ≡ 0[3] 

,𝑥0)الحل الخاص  ب( 𝑦0) = (3,6) 

𝑆  (𝐸)حل المعادلة = {(9𝑘 + 3,19𝑘 + 6)/𝑘𝜖ℤ} 
3)  

𝑑هي :  𝑑القيم الممكنة لـ ( أ ∈ {1 ; 3} 

;𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑥 (ب 𝑦) = 𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑦; 3) 

;𝑥)من أجل قابلا للاختزال  𝑦𝑥 (ج 𝑦) = {(27𝑘′ + 3; 57𝑘′ + 6)/𝑘′ ∈ ℤ} 

4) (𝑝; 𝑞) = {(3; 6); (12,25)} 

 التمرين الرابع:

لدينا :  (1    21 1 x
g x x e

   
 

 

:رات الدالة دراسة تغي( أ
g

 

 ساب النهايات :ح ●

لدينا :  -
    21 1 x

x x
lim g x lim x e

 

 
    

لأن      
2x

x
lim e

 


 

 

لدينا :  -
      1 2 21 1 1 1x x x

x x x
lim g x lim x e lim e e e xe

   

  
        

 

 

 حساب المشتقة : ●

     2 1 21 2x x x
g' x e x e x e

          
 

 

 دراسة إشارة المشتقة : ●

 +                2                                              - x 

+                              0                             -    g' x
 

 

 

 جدول التغيرات :  ●
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+                2                                              - x 

+                               0                            -     g' x
 

  

 g x
 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

x،: استنتاج أنه من أجل كل عدد حقيقي  (1  0g x 
  

فان  xمن أجل  ●   0g x ;          ومنه  0g x 
 

 

 

لدينا :  (2  21 x
f x x xe

   
 

 حساب النهايات : -1

● 
   21 x

x x
lim f x lim x xe

 

 
    

 لأن  

 

2

1

x

x

x

lim xe

lim x

 





  


   

● 
   21 x

x x
lim f x lim x xe

 

 
    

لأن  
 

2

2 2

1

1
0

x

x

x x
x x x

lim x

x x
lim xe lim lim

e e e



 
  

   



   
 

 

لدينا :  xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي -2   f ' x g x
  

لدينا :  ●     2 2 21 1 1x x x
f ' x e xe x e g x

           
 

ومنه    f ' x g x
 

 

:استنتاج اتجاه تغير الدالة   ●
f إشارة f ' x  من إشارة g x

 

  +∞    −∞ x 

  f ' x
 

 

 

1 
+∞ 

0 
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:جدول تغيرات الدالة  ●
f

 

 
 
 

 

+                                                                   - x 

  f ' x
 

 

 

 

 f x
 

 

 

 

:حساب  -3
   1

x
lim f x x


   
 

● 
     2 21 1 1 0x x

x x x
lim f x x lim x xe x lim xe

   

  
          

 

 

 التفسير الهندسي : ●

1yالمستقيم ذي المعادلة  x   مقارب مائل للمنحني f
C  عند. 

 

دراسة الوضعية النسبية للمنحني  -4 f
C

بالنسبة إلى    1: y x  
 

:ندرس إشارة الفرق  ●
 f x y

 

لدينا :  -  2x
f x y xe

  
 

                                       0                              x 

                                           0                                  f x y
 

 

 

 الوضع النسبي 

 

 

 

 

 أ( تبيان أنَ النقطة -5 2 3I :نقطة انعطاف للمنحني  ;
 f
C

 

 

 
 f
C فوق  (∆) 

 
 f
C   يقطع(∆)  

 f
C تحت (∆) 
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لدينا :  ●      22 x
f '' x g' x x e

   
 

:جدول إشارة  ●
 f '' x

 

     −∞                                2                             + ∞ 
x +                                  0                               −  f '' x

 

 

fالمشتقة الثانية  - 2xتنعدم من أجل  ''   مغيرة إشارتها أي النقطة 2 3I نقطة انعطاف للمنحني  ;

.
 f
C

 

يان أن المنحني تب (2 f
C

00:في نقطة فاصلتها   0 2x . 
 

مستمرة ورتيبة تماما على المجال  fالدالة  ● 0 0 2;  ولدينا : .

-  0 1f    و  0 2 20 2 0 2 1 0 2 0 8 1 21 0 41.
f . . . e . . .

        
 

ومنه    0 0 2 0f f . 
 

حسب مبرهنة القيم المتوسطة فان المعادلة  -  0f x   0تقبل حلا وحيداx  00حيث 0 2x . 
 

أي  - f
C

يقطع  x' x  في النقطة 0 0x 00حيث  ; 0 2x . 
 

 

تبيان أنَ المنحني  (3 f
C

يقبل مماسا  T   يوازي المستقيم:
 

 

 T  يوازي   معناه  معامل توجيه المماس T  1يساوي 

أي   1f ' x   ومنه  1g x   :  وبالتالي  21 1 1x
x e

   
 

إذن :   21 0x
x e

     1ومنه 0x      1أيx  

 

:معادلة ديكارتية للمماس  كتابة ●
 T

 

      1 1 1 1 1 1y f ' x f x e x e            أي  1T : y x e  
 

 

 

:د( حساب 
 1f 

 

  3 31 1 1 2 22 09f e e .
         

       

  : الرسم
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المناقشة البيانية لحلول المعادلة  -6  2 1 0x
E : xe m

    
 

2 1 0x
xe m

          معناه 
2 1x

xe m
    

ومنه 
21 x

x xe x m
        أي f x x m 

 

إذن حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحني  ● f
C

yمع المستقيم ذي المعادلة   x m   الموازي

لكل من    و T
 

إذا كان  ● 1m ;   . فان المعادلة تقبل حلا وحيدا سالبا 

1mإذا كان  ●   . المعادلة تقبل حلا معدوما 

إذا كان  ● 1 1m ;e   حلين موجبين . المعادلة تقبل 

1mإذا كان  ● e   1.المعادلة تقبل حلا وحيدا هو 

إذا كان  ● 1m e ;   . فان المعادلة ليس لها حل 

 

 

 للمتغير :2والتي تنعدم من أجل القيمة  على  fدالة أصلية للدالة  Fتبيان أنَ الدالة  -7

 لدينا :  ●

   2 21
1 3

2

x
F x x x x e

     
 

ومن

      2 2 2

2

1 1 1 1 1

1

x x x

x

F' x x e x e x x e

x xe

     

 

            
   

أي     F' x f x
 

ولدينا :  ●   2 2 2 01
2 2 2 1 2 3 2 2 3 3 3 3 0

2
F e e

               
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 للمتغير 2والتي تنعدم من أجل القيمة  على  fدالة أصلية للدالة  Fوبالتالي 

 

 الموضوع الثاني  

 التمرين الأول:

 :  𝐴 ،𝐵 ،𝐶( احتمال الأحداث 1

𝑃(𝐴) = 𝑛2−7𝑛+18𝑛2−𝑛  ،𝑃(𝐵) = 𝑛2−𝑛−6𝑛2−𝑛  ،𝑃(𝐶) = 6𝑛−12𝑛2−𝑛 

 شجرة الاحتمالات -( أ3

𝑋(Ω) -ب = {0,1,2} 

𝑃(𝑋 -ج = 1) = 4(3𝑛−7)3𝑛(𝑛−1)   ،𝑃(𝑋 = 2) = 83𝑛(𝑛−1)  

𝑃(𝑋 -د = 0) = 3𝑛2−15𝑛+203𝑛(𝑛−1)   ،𝑃(𝑋 = 1) = 4(3𝑛−7)3𝑛(𝑛−1)   ،𝑃(𝑋 = 2) = 83𝑛(𝑛−1)  

𝐸(𝑋) = 4𝑛  

 التمرين الثاني:

I.  حل المعادلة:    2 2 4 0E : z z² z    

  2 2 4 0z z² z     2يكافئ 0z    2أو 4 0z² z   

● 2 0z    2معناهz  

 

دلة حل المعا ● 2 4 0z² z ...   
 

2حساب المميز :  - 4 1 4 4 16 12²         

نضع  2

12 2 3i² i  
 

المعادلة  -   : تقبل حلين مركبين متمايزين هما 

     
1

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
   

،
2

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
   

  

مجموعة حلول المعادلة  ● E هي 2 1 3 1 3S , i , i    
 

 

II.  : 1لدينا 3 1 3
B A

z i ,z i       2و
C

z 
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أ( تبيان أنَ :  -1

3
i

B C

A C

z z
e

z z





 

لدينا :  ●

  
  

3 3 3 31 3 2 3 3

1 3 2 3 3 3 3 3 3

B C

A C

i iz z i i

z z i i i i

        
  

         
 

ومنه   -

9 6 3 3 6 6 3 1 3

12 12 12 2 2

B C

A C

z z i
i i

z z

  
    


 

ي أ -
3

1 3

2 2

i
B C

A C

z z
i e

z z


  

     

لانَ :      

22
1 3 1 3

1
2 2 2 2

B C

A C

z z
i

z z

              

- 

 1 3
2

2 2 3
Arg i k k

 
 

    
  

 ABC:ب( تعيين طبيعة المثلث     

لدينا :   ●
1B C

A C

z z

z z




  ومنه
1

CB

CA


CBأي   CA 

ينا : ولد ●
 2

3

B C

A C

z z
Arg k k

z z

 
 

      أي
   2

3
CA;CB k k

   
ومنه  

ABC  مثلث متقايس الأضلاع 

 

ج( تعيين مركز ونصف قطر الدائرة   C  المحيطة بالمثلث:ABC 

لدينا :  ●
   22

1 3 4 2
A

z OA     
 

   22
1 3 4 2

B
z OB      

 و  
 2
2 4 2

C
z OC   

 

2OAوبالتالي :  ● OB OC    أي النقطB,A  وC  تنتمي إلى دائرة C  مركزها 0 0O ;

2rونصف قطرها   

 

أ( تعيين طبيعة -2   مجموعة النقط M z :من المستوي التي تحقق 2 0z z zz  
  

 2 0z z zz  
معناه      2 0x iy x iy x² y²     

 

4ومنه  0x² y² x    : وبالتالي 2 22 4x y  
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أي أنَ    هي دائرة مركزها النقطة 2 0;   2.ونصف قطرهاr  

 

:تنتميان إلى  Bو  Aب( التحقق من أنَ 
 

 

لدينا :  -
1 3 2 1 3 2

A
A z z i i r          

 

ولدينا :  -
1 3 2 1 3 2

B
B z z i i r          

 

.تنتميان إلى  Bو  Aوبالتالي  
 

 

 

3.وزاويته  Aدوران مركزه النقطة  Rلدينا  -3


 

Rبالدوران  Bتعيين صورة النقطة  (1 : 

لدينا :  ● R B B'  معناه B' B
z az b 

 

3لدينا : و ● 3
a cos i sin

 
 

 أي        

1 3

2 2
a i 

 

ولدينا كذلك :  ●
     1 3 1 3
1 1 1 3 1 3

2 2 2 2
A

b a z i i i i
   

             
    

أي 

1 3 3 3
1 3

2 2 2 2
b i i i      

 

إذن :  ●
 1 3 1 3 3 3

1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2 2

B'
z i i i i i i

 
             
  

أي 

1 3 3 3
1 3 2

2 2 2 2
B' C

z i i i z        
ومنه   R B C

 

 

Dتعيين  (2
z  لاحقة النقطةD  صورة النقطةC  بالدوران:R 

1 3 1 3
1 3 2 1 3 2 2 3

2 2 2 2
D C

z i z i i i i
   

             
    

2أي  2 3
D

z i 
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 ABCD:اعي استنتاج طبيعة الرب ●

 معين لأنَ : ABCDالرباعي 

● ABCD   : 1متوازي أضلاع  لأن 3 1 3 2 3
AB

z i i i       و

 
2 2 3 2 2 3

DC
z i i   

 

 أي 
2 3

AB DC
z z i 

 

BCولدينا :     ● CD ن لأ R B C  و R C D
 

 

صورة ج(    بالدوران: R 

هي  C  َلأن R O     و 
 R B C

 

 

 التمرين الثالث:

لدينا :   5 6 3E : x y 
 

أ( اثبات أنه إذا كانت الثنائية  (1 x; y  حل للمعادلة E  فإنx  3:مضاعف للعدد 

5لدينا :  ● 6 3x y   تكافئ 
5 3 6x y 

 

أي  5 3 1 2x y 
 

3لدينا :  ● 5/ x  3و 5 1     3فإن / x  حسب مبرهنة غوص أيx  3مضاعف للعدد 
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 :تعيين حل خاص للمعادلة  (2
 E

 

3xنفرض  ●   : وبالتالي

5 3 3 12
2

6 6
y

 
  

أي الثنائية   3 حل للمعادلة ;2 E
 

 

:حل المعادلة ●
 E 5نا : لدي 6 5 3 6 2x y      5يكافئ 5 3 6 6 2x y    

 

أي      5 3 6 2: x y   
 

لدينا :  ● 6 5 3/ x   6و 5 1   فإن 6 3/ x  . حسب مبرهنة غوص 

أي  3 6x k k    وبالتالي 6 3x k k  
 

6من أجل  ● 3x k   نعوض في المعادلة  : نجد   5 6 3 3 6 2k y   
 

ومنه  2 5y k k    أي 5 2y k k  
 

مجموعة حلول المعادلة :  -  6 3 5 2S k ; k ,k   
 

 

الجملة :  ج( استنتاج حلول
 

 
 

1 6

4 5

x
S :

x

  


  

● 

 
 

1 6

4 5

x

x

  


   تكافئ

6 1

5 4

x m

x n

 
   

6أي  1 5 4m n    5ومنه 6 3n m  

6ومنه :  3n k              وبالتالي   5 6 3 4 30 11x k k k     
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لدينا :  -2
3

1 0 00a   و
5

0b  
 

تعيين  ● ;   بحيث تكون a;b  حل للمعادلة:
 E

 

لدينا :  -
5 4 21 3 3 3 243 81 9 243 90a                

ولدينا :          
3 2 05 5 5 125 25 126 25b                  

 

2مع     4و  

الثنائية  ● a;b حل للمعادلة E  5معناه 6 3a b  

ومنه    5 243 90 6 126 25 3     
 

1215اي  450 756 150 3        306ومنه 150 1212    
 

 نجد :3م الطرفين على العددبعد تقسي

102 50 404  
وبالتالي                    2 4; ;         حل للمعادلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التمرين الرابع:

I.  : لدينا
   1

1

x
x

x

e
g x ln e

e
  

 

 حساب النهايات : (1

 :حساب  ●
 

x
lim g x
 

   1 0
1

x
x

x
x x

e
lim g x lim ln e

e 

 
          َلان

 

0
1

0

1 0

x

x
x

x

x

x

x

e
lim

e

lim e

lim ln e








  


 

 

0yالتفسير الهندسي - 
مستقيم مقارب أفقي للمنحني    : g

C  بجوار 

 :حساب  ●
 

x
lim g x
 
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   1
1

x
x

x
x x

e
lim g x lim ln e

e 

 
        َلأن

 

1
1

1

x x

x x
x x

x

x

x

x

e e
lim lim

e e

lim e

lim ln e

 






    


  

 

تبيان أنَ  (2

 
 

2

2

1

x

x

e
g' x

e





 

لدينا :  ●

   
   

2 2 2

2 2

1

11 1

x x x x x x x x x x

xx x

e e e e e e e e e e
g' x

ee e

      
  

 
 

أي 

 
 

2

2

1

x

x

e
g' x

e





 

:استنتاج اتجاه تغير الدالة  ●
g

 

                                                  x 

 
2x

e 

  g' x
 

 

 جدول التغيرات : ●

                                            x 

  g' x
 

0 

 

 

 g x
 

 

تبيان أنَه من أجل كل عدد حقيقي  (3
   1

1
1

x

x
g x ln e x

e


   

: x 

لدينا :  ●

  1
1

1
1

x
x

x
x

x

e
g x ln e

e
e

e

           
   : ومنه

     1
1

1

x x

x
g x ln e ln e

e


   

  أي

   1
1

1

x

x
g x ln e x

e


   

 

 :حساب أ(  (4
   1

x
lim g x x


    
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لدينا :  ●
     1

1 1 1
1

x

x
x x
lim g x x lim ln e x x

e


 

               

ومنه 
   1 0

x
lim g x x


       َلان
 

1
1

1

1 0

x
x

x

x

lim
e

lim ln e







  
   

1yالمستقيم ذي المعادلة  تفسير النتيجة : ● x    مقارب مائل للمنحني g
C  عند. 

 الرسم : (5

 

 

 

 

 

 

 

 

 :استنتاج اشارة 
 g x

 

                                                  x 

  g x
 

 

II. نا : لدي   1x x
f x e ln e

 
 

البرهان أنَ :  (1
  1

x
lim f x



 

نضع  ●
x

e t     وبالتالي عندماx  : َ0فانt  

إذن 
       

0

1 1
1 1

x

x x

x
x x x t

ln e ln t
lim f x lim e ln e lim lim

e t



   

 
    

 

أي 
  1

x
lim f x



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حساب  ●
     1

1 0

x

x x

x
x x x

ln e
lim f x lim e ln e lim

e



  


   

 :
 

x
lim f x
 

x،:تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي  (2   x
f ' x e g x

 
  

لدينا :  ●
     1 1

1 1

x x
x x x x x

x x

e e
f ' x e ln e e e ln e

e e

    
            

أي    x
f ' x e g x

 
 

:استنتاج اتجاه تغير الدالة  ●
f

 

                                          x 

  g x
 

  f ' x
 

اشارة  f ' x  من إشارة g x
 

:جدول تغيرات الدالة  ●
f

 

 

                                         x 

  f ' x
 

1 

 

0 

 f x
 

 

التحقق من أنه من أجل كل عدد حقيقي  (3

1

1 1

x

x x

e

e e




 :  x 

لدينا : xمن أجل كل عدد حقيقي  ●

1 1

11 1
1

x

x x
x

x

e

e e
e

e



 
   

  

:حساب  ●

0

3

1

1xln
dx

e 
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   
0

0 0
3

3 3
3

1
1 2 1

1 1

x
x ln

x xln ln
ln

e
dx dx ln e ln ln e

e e




  

           
 

أي 

0

3

1
2 4 2 2 2 2

1xln
dx ln ln ln ln ln

e
      


 

حساب  (4
 

0

3ln
f x dx

 بالمكاملة بالتجزئة : 

   0 0

3 3
1x x

ln ln
f x dx e ln e dx



 
  

 

نضع :   x
u' x e

      ومنه  x
u x e

 
 

و    1x
v x ln e          ومنه

 
1

x

x

e
v' x

e


 

 إذن : 

      00 0 0

3 3 33
1 1

1

x
x x x x x

xln ln lnln

e
f x dx e ln e dx e ln e e dx

e

  

  
             أي

   0 0
3 3

3 3

1
2 1

1

ln ln

xln ln
f x dx ln e ln e dx

e



 
    

 
 

 
0

3

1 4
2 3 1 2 3

3 3ln
f x dx ln ln ln ln



       
 

إذن        
 

0

3

4
3

3ln
f x dx ln



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 د  30سا و    04المدّة:                                   اختبار في مادة: الر�ضيات                                                  
 على المترشّح أن یختار أحد الموضوعین الآتیین: 

 الموضوع الأول 

 نقاط) 04(التمرین الأول:      
)2المعادلة:  الأعداد المركّبة   مجموعة في  حلّ          )1 4)( 4 16) 0z z z− + + = 
)ومتجانس المستوي المركب مزود بمعلم متعامد   )2 ); ,O u v

 

  .A،B وC  الترتیب ثلاث نقط لواحقھا على 

4Az =،2 2 3Bz i= − Cو  + Bz z= 
ئرة یطلب  اتنتمي إلى نفس الد  Cو A ،B  أن النقط على الشكل الأسي ثم بین Czو Az ،Bzأكتب الأعداد المركبة   •

 تعیین عناصرھا الممیزة. 

Bحیث:   Lنعتبر العدد المركب  )3 A

C A

z zL
z z
−

=
−

. 

 على الشكل الأسي ثم فسر النتائج المحصل علیھا ھندسیا. Lأكتب العدد  -أ
 .ABCاستنتج طبیعة المثلث  -ب 
 .حقیقي سالب  nLحتى یكون العدد المركب  nعین قیم العدد الطبیعي   -ج
 أوجد عبارتھ المركبة. . CإلىBویحول  Aالذي مركزه  rما طبیعة التحویل  -د 
 .rبالتحویل  Cصورة  Eلاحقة النقطة Ezعین   -ه
 .؟ علل إجابتك ABCEما طبیعة الرباعي   - و

4( ( )γ مجموعة النقط M  من المستوي ذات اللاحقةz  2حیث 2 3 4iz i z+ − = − 
)تنتمیان إلى Bو Eمن النقطتین  بین أن كلا  -أ )γ 

)عین طبیعة المجموعة -ب  )γ. 
 نقاط) 04 : (الثانيالتمرین      

)ثنائیة     نعتبر )0;x q  0حیثx  وq    عددین طبیعیین غیر معدومین و( )0gcd , 1p x q =  .( )nx   متتالیة ھندسیة
n  :2، وتحقق من أجل كل عدد طبیعي 0xوحدھا الأول    qأساسھا

1 3 02 44 0n
n nx x x q+ ++ − = 

3بین أن:   -أ  )1
02 44q q x+ =  

): nأجل كل عدد طبیعي  منأنھ  بین  - ب    )2gcd 1 2 ,4 1p q+   qو 0xثم حدد قیمة كل من    =

)یلي   فیمانأخذ  )2 ) ( )0; 3;4x q n  :0ونضع من أجل عدد طبیعي غیر معدوم    = 1 2n nS x x x x= + + + ⋅⋅⋅+ 
]: nبین أنھ من أجل كل عدد طبیعي   -أ ]0 3nS ≡  

n   :1تحقق أنھ من أجل كل عدد طبیعي   -ب  4 3n nS S+ = ):قیمة العدد ، ثم حدد  + )1gcd ;n np S S+ 
]حتى یكون  nعین قیم العدد الطبیعي -ج ]0 5nS ≡  

 . 17على  27Sحدد باقي قسمة العدد  -أ )3
  27Sقواسم أولیة للعدد  ة استنتج ثلاث -ب 

 4من  1صفحة 

 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية
 وزارة التربية الوطنية

 02ثانو�ت المقاطعة التفتيشية غرداية                                                                 مديرية التربية لولاية غرداية
 دورة: ماي                                                                             امتحان بكالور� التجريبي

 ر�ضيات الشعبة:  
2024
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 البكالور� التجريبي / ر�ضياتالر�ضيات/الشعبة: :  مادة في  ختبارا

    نقاط) 04التمرین الثالث: (
كریات صفراء وكریتین خضراوین. الكریات متماثلة لانفرق بینھا   3كریات حمراء و 5على Uوعاء    یحتوي

  .Uباللمس، نسحب عشوائیا في آن واحد ثلاث كریات من الوعاء 
A وBوC أحداث حیث:   ثلاثة 

• A"الحصول على ثلاث كریات حمراء " : 
• B "الحصول على ثلاث كریات من نفس اللون " : 
• C"الحصول على ثلاث كریات مختلفة اللون مثنى مثنى " : 

)أحسب  )1 )P Aو( )P B و( )P C  احتمال الأحداثA وB وC  على الترتیب. 
2( X .المتغیر العشوائي الذي یرفق بكل سحبة عدد ألوان الكریات المسحوبة 

 ثم أحسب أملھ الریاضیاتي.Xعرف قانون الاحتمال للمتغیر العشوائي   •
)نظیف  )3 5)n 5n  حیث  Uكریة حمراء إلى الوعاء −  ، ثم نسحب عشوائیا كریتین على التوالي دون إرجاع.   ≤

D وE  :حدثین حیث 
• D "الحصول على كریتین حمراوین " : 
• E "الحصول على كریتین من نفس اللون " : 

)برھن أن:  -أ )
( )( )

1
P( )

5 4
n n

D
n n

−
=

+ +
. 

)Pالعدد nأحسب بدلالة  -ب  )E احتمال الحدثE. 

)بحیث: nعین قیم العدد الطبیعي -ج ) 1
2

P E ≥. 

 نقاط) 07التمرین الرابع: (    
 

mf الدالة المعرفة على   بـ( ) ( )2 1x x
mf x e m e m− −= − +  وسیط حقیقي  mحیث  +

( )mC التمثیل البیاني للدالةmf  في معلم متعامد ومتجانس( ); ,O i j
 

2i. حیث   cm=


 

I.  1   :نضعفي ھذا الجزءm = 
   1fأدرس تغیرات الدالة )1
)برھن أن المنحني -أ )2 )1C    0یقبلA  یطلب تعیین إحداثییھا  انعطافنقطة. 

)ل ـ أكتب معادلة -ب  )T  المماس للمنحني( )1C 0عند النقطةA  .ثم أنشئھ 
)أنشئ المنحني   -ج )1C 

II.   
)المنحنیات بین أن جمیع  -أ )1 )mC    یطلب تعیین إحداثییھا.   ثابتةتشترك في نقطة 

)وجود نقط تقاطع المنحني   mناقش حسب قیم العدد الحقیقي  -ب  )mC  .مع حامل محور الفواصل 
)، ثم عین المستقیمات المقاربة للمنحني    mfأدرس تغیرات الدالة )2 )mC. 
1حیث:عددین حقیقین  2mو1m -أ )3 2m m<  أدرس الوضع النسبي للمنحنیین ( )1mC و( )2mC  

)أنشئ (دون دراسة التغیرات) المنحنیین   -ب  )2C− و( )3C  .في نفس المعلم السابق 
 .mبدلالة  myو mxأكنب كل منmxالتي تأخذھا عند mfالقیمة الحدیة المحلیة للدالة   myنعتبر  )4

)للمنحني  mاستنتج معادلة مستقلة عن   )P  مجموعة النقط( );m mM x y لماm یمسح] [1;− +∞.  
 انتھى الموضوع الأول

 4من  2صفحة 
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 البكالور� التجريبي /ر�ضات الر�ضيات/الشعبة: :  مادة في  ختبارا
 الموضوع الثاني 

. قاط)ن 04التمرین الأول: (  
):   ة التالیة نعتبر المعادل )E  7 5 11 .......x y−  عددان صحیحان  yو xحیث    =

)أ) بین أنھ إذا كانت الثنائیة   )1 );x y   حل للمعادلة( )E   فإن[ ]3 5x ≡ 
)ب) استنتج حلول المعادلة   )E 

)عین الثنائیات   ج) );x y   حلول المعادلة( )E   بحیث یكون( ); 11PGCD x y = 

 11على  7nو   5nبواقي القسمة الاقلیدیة لكل من   nالطبیعي أ) أدرس حسب قیم العدد  )2
20235حتى یكون    nقیم العدد الطبیعي ب) عین  7n  11قابلا للقسمة على   +

3( a  وb  7عددان طبیعیان غیر معدومین كلاھما أصغر تماما من ،N  01عدد طبیعي یكتبa b   في النظام العشري 
]تحقق أن    )أ ]310 1 11≡ − 

 4ھو  11إذا علمت أن باقي قسمتھ على   Nعین قیمة العدد  )ب 
 11في نظام التعداد ذي الاساس   Nج) أكتب العدد 

. )قاطن 04التمرین الثاني: (  
 ن،الكریات متماثلة اتان خضراویات حمراء وكریكر 3كریات بیضاء و   5 على Uیحتوي كیس           
 ولانفرق بینھا عند اللمس ، نسحب عشوائیا وفي آن واحد ثلاث كریات من ھذا الكیس  

  أحسب إحتمال الحادثتین التالیتین :  )1  

A            " الكریات الثلاثة المسحوبة من نفس اللون " : 

      B  " من بین الكریات الثلاثة المسحوبة توجد كرة واحدة فقط خضراء  " : 

 الذي یرفق بكل نتیجة سحب عدد الألوان الظاھرة   Xالمتغیر العشوائي نعتبر  )2  

  Xعین قانون احتمال المتغیر  أ)      

   Xاحسب الأمل الریاضیاتي والتباین للمتغیر العشوائي  ب)      

 ة خضراءیتین حمراوین وكریتین بیضاوین وكر ی بھ كر Vوكیس آخر  Uفي تجربة مستقلة نعتبر الكیس )3  

 Uنسحب كرة من الكیس  6 ، إذا ظھر الرقم6 إلى 1  نرمي حجر نرد غیر مزیف مرقم من     

 Vة من الكیسیوإلا نسحب كر    

5ة بیضاء ھو  یبین أن احتمال سحب كر )أ
12

 

 Vاحتمال ان تكون من الكیس ة المسحوبة بیضاء فما یعلما أن الكر )ب
 .نقاط) 04التمرین الثالث: (

   a  عدد حقیقي موجب تماما 
    f   الدالة المعرفة والقابلة للاشتقاق على المجال[ )بــ:  ∞+;0] ) 21f x ax= + 

]متزایدة تماما على المجال  fبین أن الدالة    -      [0;+∞ 
      ( )nu  0بــحدھا الأول   عددیة معرفة   متتالیة 0u ):  nومن أجل كل عدد طبیعي   = )1n nu f u+ =  

 4من  3صفحة 

2024
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 البكالور� التجريبي /ر�ضيات  الر�ضيات/الشعبة:  : مادة في اختبار

0نفرض أن   )1 1a< < 

n :10أنھ من أجل كل عدد طبیعي برھن بالتراجع   )أ
1nu

a
≤ ≤

−
     

)بین أن   )ب )nuتماما على    متزایدة واستنتج أنھا متقاربة ثم احسب نھایتھا ، 

1aنضع   )2  أجل كل عدد طبیعي   ومنn  :2   بــ 2
1n n nv u u+= −   

)أثبت  أن   )أ )nv  أساسھا و حدھا الاول.   یطلب تعیین  ھندسیة 

n :2استنتج أنھ من أجل كل عدد طبیعي   )ب 2
1

n
n nu u a+ − = 

)نعرف المتتالیة   nمن أجل كل عدد طبیعي   ج)         )nw   :كالآتي 

   0 0w 1nومن أجل كل    =       ،2 11 .... n
nw a a a −= + + + +  

 aو  nبدلالة   nwأكتب عبارة الحد العام  -        

n :nأنھ من أجل كل عدد طبیعي   بین  -         nu w=   ثم أحسبnn
u

+∞

lim    

 نقاط) 08 : (الرابعالتمرین 

(I   نعتبر الدالةg  المجال المعرفة على] )  : یلي  كما   0;∞+] ) 2 lng x x x= + −  
  gتغیر الدالة اتجاه أدرس  )1
)ثم استنتج إشارة  g(1)أحسب  )2 )g x  على المجال] [+∞;0   

(II  لتكن الدالةf   علىالمعرفة∗
  التالیة بالعبارة :   ( ) ( )2ln1

2
x

f x x e
x

 
 = − + −
 
 

 

        ( )fC   تمثیلھا البیاني المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j
 

 
[من   xأ) من أجل كل عدد حقیقي   )1 )أحسب   0;∞+] ) ( )f x f x−  . وفسر النتیجة بیانیا  +

)ب) أحسب      )
0

lim
x

f x
→

)و )lim
x

f x
→+∞

)ثم استنتج   )lim
x

f x
→−∞

)و )
0

lim
x

f x
→

 

)معدوم، غیر  xأ) بین أنھ من أجل كل عدد حقیقي  )2 ) ( )2

22
g x

f x
x

−
′ =  

    ھاوشكل جدول تغیرات fب) استنتج اتجاه تغیر الدالة  

)بین أن المستقیم   )3 1ذو المعادلة   ∆(
2 2

ey x= − )مقارب ل ـ + )fC   ثم أدرس وضعیة( )fC بالنسبة إلى( )∆ . 

)أ) أثبت أنھ یوجد مماسان  )4 )T  و(  ')T  للمنحنى( )fC   یوازیان(  یطلب تحدید معادلة كل منھما.  ∆(
)ب) بین أن   )fC  یقطع حامل محور الفواصل في نقطتین فاصلتاھماα  وβ   حیث 

        2 2,1α< 0,5و   > 0,4β− < < − 
)من   أرسم كلاّ  )ج )∆، ( )T،  (  ')T  والمنحني( )fC . 

)2حتى تقبل المعادلة   mعین بیانیا قیم الوسیط الحقیقي   )5 2 ) ln( )x e m x−  حلا وحیدا  =
)أحسب  )6 )A α   مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحني( )fC  والمستقیم(  والمستقیمین  ∆(

1xاللذین معادلتھما:    xو   = α=                                                        ي انتھى الموضوع الثان 
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4  صفحة  1  من 

 الجمهورية  الجزائرية الديمقراطية الشعبية

                                                             مديرية التربية لولاية الجزائر شرق 

   يما دورة:                                       امتحان بكالوريا التعليم الثانوي التجريبي               

  رياضيات:  ةالشعب

 سا  04المدة:           لرياضيات                                                                        اختبار في مادة : إ

 أن يختار أحد الموضوعين التاليينعلى المترشح 

 الموضوع الأول:

 ( نقاط 05): التمرين الأول 

    
  ( نقاط  04) : التمرين الثاني

 

2024



    

 

  
 

4  صفحة  2  من 

 

  ( نقاط 04): التمرين الثالث

 

  ( نقاط 07): التمرين الرابع

 

 



    

 

  
 

4  صفحة  3  من 

 الموضوع الثاني:

  ( نقاط 04): التمرين الأول 

 

  ( نقاط 05 ): التمرين الثاني
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4  صفحة  4  من 

  ( نقاط 04): التمرين الثالث

 
  ( نقاط 07): التمرين الرابع
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 ولوع ال ــــــــــــــــــــــــــــضالمو

 

 يطلتنقا بةعداد المركالأ                                                  )طنقا 05  (ولتصحيح التمرين الأ
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 4 من 1 صفحة

 

ية الـال ية الديـجمهور  مقراطية الشعبيةـجزائر
بية الوطنية  وزارة التر

بية لولاية  ية التر  تقرتمدير
يا ت دورة: ماي                            . جريبي التعليم الثانوي                                                      ـامتحان بكالور

ياضياتالشعبة:                          ر ر ية  ر                                                                        نزلة لاالـحسن بن الـهيثم  :ثانو
ياضيات                                                           ال  د 22سا و  4ـدة :مـاختبار في مادة: الر

 موضوعين التاليين :ـختار أحد الـأن يح ـمترشـعلى ال
 موضوع الأولـال

 نقاط ( 24: ) مرين الأولـالت
يات ـي يات سوداء تـحمل العدد   بيضاء تـحمل العدد حتوي كيس على ثلاث كر يتين    ، وخـمس كر ، وكر

α حيث  ) αحمراوتين تـحملان العدد  يات متماثلة ولا نفرق بين     ها عند اللـمسـ( ، كل الـكر
 عشوائيا كرتين من الـكيس في آن واحد نسحب 

 فس اللون " ـ" الـحصول على كريتين من ن :     :أحسب إحتمال الأحداث الأتية  ❶
يتين جداء الأعداد الـمسجلة علي :    " سـحب كريتين حـمراوين على الأكثر "  :  ها معدوم " ، ـ" الـحصول على كر

يتين  ، ملية سـحبـالـذي يرفق بكل ع  نعتبر الـمتغير العشوائي  ❷  مـجموع العددين الـمسجلين على الـكر
  عرف قانون إحتمال للمتغير  العشوائي     
( )  :بين أن  ❸  

 

 
    

( )  حتى يكون α عين أصغر قيمة للعدد الطبيعي  ❹    
 نقاط ( 25: ) ثانيمرين الـالت
Ι-  حيث  ( ) كثير الـحدود   نعتبر في مـجموعة الأعداد الـمركبة:   ( )       

  (       )(   )      :تـحقق أن  ❶
( )  إستنتج كل حلول الـمعادلة   ❷    

Ι -  نعتبر في الـمستوي الـمركب(   
 
  
 
  ذات اللواحق  ،   ،   النقط  (

    على الترتيب       ،  ̅       ،   √             
 على الشكل الأسي    ،    ،    أكتب  ❶
 تنتمي إلى نفس الدائرة   ) يطلب تعيين مركزها ونصف قطرها (  ،   ،   إستنتج أن النقط  ❷
   :بين أن  ❸

  )  :، ثم إستنتج مايلي              
       

       
     ) 

  أكتب العدد الـمركب  ❹
     

     
 على الشكل الـجبري ثم الأسي  

      لث ـإستنتج طبيعة الـمث ❺

2024



 4 من 2 صفحة

 

 نقاط ( 24: ) ثالثمرين الـالت
 ( )            :الـمعادلة    حل في  ❶
    ( )حل للـمعادلة  (           )،  بين أن الثنائية  عددا طبيعيا غير معدوم   ليكن   أ/  ❷
 أوليان فيما بينـهما       و       إستنتج أن العددان  ب/     
       و      القاسم الـمشترك الأكبر للعددين   ليكن  ❸

  القيم الـممكنة للعدد عين  أ/      
 [  ]   فإن      بين أنه إذا كان  ب/     
                 ،              نضع     حيث  من أجل كل عدد طبيعي  ❹

    القسمة على   يقبلان في   و   بين أن العددين  أ/      
  و   القاسم الـمشترك الأكبر للعددين   عين حسب قيم  ب/     

 نقاط ( 20: ) التـمرين الرابع 
[الـمعرفة على الـمجال   لتكن الدالة  -  ( ) بــ : ]∞              (   ) . 

 ، ثم شكل جدول تغيراتها .  أدرس تغيرات الدالة  ❶
[على الـمجال  ( ) إستنتج إشارة ، ثم  ( ) أحسب  ❷     ∞[ . 
[الدالة المعرفة على الـمجال   -  ( ) بــ :  ]∞        

  (   )

   
 . (⃗  ⃗   )تمثيلها البياني في معلم (  )، 

   أحسب النهايتين❶ 
    

 
   

و( )      
    

  ( ) 

[من الـمجال  xأنه من أجل كل عدد حقيقي أ/ بين ❷     ∞[    ( )  
 ( )

(   ) 
 فإن 

 ثم شكل جدول تغيراتـها .  استنتج اتجاه تغير الدالة ب/      
( ) فإن :  [   ]  جـ/ إستنتج أنه إذا كان        [   ] 
  (  )مقارب مائل للـمنحنى     ذو الـمعادلة  ( )أ/ بين أن الـمستقيم  ❸
  ( )بالنسبة إلى الـمستقيم الـمقارب الـمائل  (  )ب/ أدرس وضعية الـمنحنى     
 (  )و  ( )أرسم  ❹
 (  )      بـ :   و من أجل كل عدد طبيعي      الـمتتالية العددية الـمعرفة بـ :   (  )  -   

   و    ،   ،    على حامل مـحور الفواصل الحدود مثل  ( )والـمستقيم  (  )بإستعمال الـمنحنى  ❶
       :   برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  ❷
 متناقصة ، ثم إستنتج أنها متـقاربة  (  )بين أن  أ/  ❸
    ب/ أحسب نهاية     

 
 



 4 من 3 صفحة

 

 ثاني موضوع الالـ
 نقاط ( 24: ) مرين الأولـالت

 كرات سوداء   كرات حـمراء و    على   يـحتوي صندوق 
يـحتوي صندوق  ية بيضاء   على    و ية سوداء و كر  كرات حـمراء  و كر

    كرات من الصندوق   نسحب عشوائيا على التوالي ودون إرجاع  :أولا 
 شكـل شـجرة الإحتمالات التي تـنمذج هذه الـوضعية  ❶
ية حمراء على الأقل " :    كرات حمراء "  " الحصول على  :  ،  ( ) ،  ( ) أحسب  ❷  " الحصول على كر
ية واحدة من الصندوق    نسحب عشوائيا كرتين في آن واحد من الصندوق  :ثانيا      وكر
ية حـمراء على الأقل  سوداء ما   علـما أن الـكرة الـمسحوبة من  ❶  هو إحتمال سـحب كر
 يرفق بكل سـحب عدد الـكرات البيضاء الـمسحوبة  الـذي   ي ئالـمتغير العشواليكن  ❷
   و   هي   برر أن قيم  أ/     
ياضي ، ثم إستنتج  ب/      (          ) أحسب الأمل الر
  (       (    )) أحسب  /جـ     
    كرة حـمراء إلى الصندوق    و    كرة سوداء إلى الصندوق   نضيف  ❸
ية واحدة من الصندوق       ية واحدة من الصندوق    نسحب كر     وكر
( ) حتى يكون   " الـحصول على كرتين من نفس اللون " . عين قيمة  :  لتكن الـحادثة        

 

 
 

  نقاط ( 24: ) ثانيالتمرين ال
    :بـ  ℕعلى  انمعرفتـال (  )و  (  )ن تامتتاليـلتكن ال

       

 
  ،   

       

 
 على الـترتيب  

    ،    ،    ،    و    و    أحسب الـحدود  ❶
          :بـ  ℕ على  معرفةـال(  )لـتكن الـمتتالية  ❷
 متتالية حسابية معينا أساسـها وحدها الأول  (  )أثبت أن  أ/     
              أحسب الـمجموع    ب/    

          :بـ  ℕ على  معرفةـال(  )لـتكن الـمتتالية  ❸ 
  متتالية هندسية معينا أساسـها وحدها الأول  (  )أثبت أن  أ/     
               أحسب الـمجموع    ب/    
               ،                   :لـيكن  ❹
          ، و             :تـحقق أن  أ/     
   و    إستنتج قيمة كل من  ب/    

 



 4 من 4 صفحة

 

 

 نقاط ( 25: ) ثالثالتمرين ال
  على    بواقي الـقسمة الإقليدية للعدد   أدرس حسب قيم العدد الطبيعي  أ/  ❶
  على                      ماهو باقي الـقسمة الإقليدية للعدد  ب/     
 ( )              :  و   نعتبر الـمعادلة ذات الـمجهولين الصحيحين  ❷
    تـقبل حلولا في  ( )بين أن الـمعادلة  أ/     
 ( )الـمعادلة    حل في  ب/     
 ( )حلول الـمعادلة   و    القاسم الـمشترك الأكبر للعددين الطبيعين غير الـمعدومين   ليكن   ❸
   ماهي القيم الـممكنة للعدد  أ/     
     من الأعداد الطبيعية بـحيث يكون   (   )عين الثنائيات  ب/     
❹ λ  عدد طبيعي يكتبβ α ̅̅ ̅̅ ̅̅ يكتب   في نظام التعداد ذي الـتعـداد  ̅ ̅̅    α، و ̅̅ ̅̅ ̅̅  في نظام التعداد ذي    ̅
   في نظام التعداد ذي  الأساس  λ، ثم أكتب   و  α، جد الـعددين   الأساس      

 نقاط ( 20: ) التمرين الرابع 
( ) كـما يلي:   الـمعرفة على   لتكن الدالة  -        

   أدرس إتـجاه تغير الدالة  ❶
( ) بين أن الـمعادلة   ❷ α       :حيث   تقبل حلا وحيدا            
  ( ) إشارة   xاستنتج حسب قيم العدد الـحقيقي  ❸
( )  بالعبارة:  هي الدالة المعرفة على    -      )تمثيلها البياني  في معلم  (  )،          

 

  
 

)  
  ∞ وعند  ∞ عند   أحسب نهايتي الدالة   ❶
 ( )بالنسبة إلى  (  )، ثم أدرس وضعية  ∞ بجوار  (  )مقارب لـ     ذو المعادلة  ( )بين أن المستقيم  ❷
( )    :فإن    أ/ بين أنه من أجل كل عدد حقيقي   ❸       (   ) 
 [      [ومتناقصة تـماما على  ]      ]متزايدة تـماما على    الدالة  إستنتج أن  ب/     
    شكـل جدول تغيرات الدالة  جـ/     
   عند النقطة ذات الفاصلة  (  )لـلـمنحنى  ( )أكتب معادلة المماس  ❹
(   ) . ) نأخذ  (  )و  ( )،  ( )، ثم أنشئ كلا من   (  ) أحسب  ❺        ) 
 حلين متمايزين            ، بحيث تقبل الـمعادلة  mعين بيانيا قيم الوسيط الحقيقي ❻
 عدد حقيقي موجب تـماما    -   

  والتي تنعدم عند   على          بإستعمال التكامل بالتجزئة عين دالة أصلية للدالة  ❶
 والـمـستقيمين اللذين ( )والـمستقيم  (  )للـحيز المستوي الـمحدد بــ  ( ) الـمساحة   أحسب بدلالة  ❷

    و     معادلتيهما 
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1

2

−
  

1

2

−
  

1−  1−  3

2

−
  

3

2

−
    

4

3

π
  

1

2

−
  

1

2

−
  

1−  1−  3

2

−
  

3

2

−
    

4

3

π
  

 �LاG7��4 ا�M�)�ا  �! &	G)H� و���X   : 3ھ� 1 1 3
1; ; ;0; ; ;1

2 2 2 2

 − − − 
  

  

�LاG7��4 ا�M�)�ن ا$�(�ل اG��! ����9X  :  

          ( ) 4 1
1

36 9
p X = − = =   ،3 4 1

2 36 9
p X
 −= = =  
 

  ،1 4 1

2 36 9
p X

− = = = 
 

  ،( ) 4 1
0

36 9
p X = = =   

         
1 8 2

2 36 9
p X
 = = = 
 

    ،3 4 1

2 36 9
p X
 

= = =  
 

   ،( ) 8 2
1

36 9
p X = = =  

  

 : �@�%	 
h0)�ا �L����ا cd%' �����ول ا�H�ا  

  

  

 ا�	��%(��5 :�91ب ا�67  )2

   ��'��( ) ( ) 1 3 1 1 1 1 1 2 3 1 2
1 0 1

9 2 9 2 9 9 2 9 2 9 9
E X

              = − × + − × + − × + × + × + × + ×                                
)و���  ) 1

6
E X =  

•  :����)إن  �91ب ا�� ) ( )( )22V E X E X= −   

       ��'��( ) ( ) ( )
2 22 2

2 22 21 3 1 1 1 1 1 2 3 1 2
1 0 1

9 2 9 2 9 9 2 9 2 9 9
E X

                     = − × + − × + − × + × + × + × + ×                                          

  

1  3

2
  

1

2
  

 0                      1

2

−
  3

2

−
  

 1−  ( )iX x=  

2

9
   

1

9
  

2

9
    

1

9
 

1

9
    

1

9
   

1

9
  ( )ip X x=  
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)و���        )2 7

12
E X إذن  =

7 1

12 36
V = و��� −

5

9
V =  

1أ. �91ب  )3

2
p X
 ≥ − 
 

   :( ) ( )1 1 1 3
0 1

2 2 2 2
p X p X p X p X p X p X

      ≥ − = = − + = + = + = + =               
 

1و���  1 1 2 1 2

2 9 9 9 9 9
p X
 ≥ − = + + + + 
 

1أي أن    7

2 9
p X
 ≥ − = 
 

  

3ب. �91ب       3

2 2
p X
 − ≤ ≤  
 

:          

( )3 3 3 1 1 3
0

2 2 2 2 2 2
p X p X p X p X p X p X
     − − −   ≤ ≤ = = + = + = + = + =                     

  

3و���  3 1 1 1 2 1

2 2 9 9 9 9 9
p X
 − ≤ ≤ = + + + +  
 

3أي أن    3 2

2 2 3
p X
 − ≤ ≤ =  
 

 

� ��	
 :  ا�	ا+* ا��

( )I  1 (����0ت�أن ا ���� (( )Cα &���P &�*� �� 4)9ω :  

       4����α وβ /�0� دان $*�*��ن�	α β≠  4����  ،( );M x y  يG�#)�ا �� &�*�  

( ) ( )M C Cα β∈ ∩  ]5�K9] [0;x∈ )و  ∞+ ) ( )g x g xα β=  

     ��'��( ) ( )g x g xα β= ]5�K92 2
1 ln 1 lnx x x xα β− + = − +  

)و���    ) ( )g x g xα β= ]5�K9( ) ln 0xα β− )و	%�� = ) ( )M C Cα β∈ ∩  ]5�K9] [0;x∈ )و  ∞+ ) ln 0xα β− =  

�α(� أن    β≠5_ن( ) ( )M C Cα β∈ ∩  ]5�K9] [0;x∈ lnو  ∞+ 0x �H� ،1x أن  = =  

)و ������� ا�(����0ت )Cα &���R�ا &�)9(4 �� ا��* )1;0ω2ن ،( )1 0gα =  

  :  gαدرا�& 4�M9ات ا��ا�&  )2

  أ. $#�ب ا��@�'�ت :      

0α* إذا ��ن           )5_ن= )
0

lim 1
x

g xα>→
= )و  − )lim

x
g xα→+∞

= +∞  

0αن�* إذ ا�              )5_ن  > )
0

lim
x

g xα>→
= )و   ∞+ ) 2

2 2

1 ln
lim lim 1
x x

x
g x x

x x
α α

→+∞ →+∞

 = − + = +∞ 
 

  

0αن�* إذ ا�     )5_ن  < )
0

lim
x

g xα>→
= )و   ∞− )lim

x
g xα→+∞

= +∞ 

[!��%& ��Zf*�ق 	%+ ا�(�Hل gαا��ا�& ب.   G)H� �@�2ع دا���� !��%��� ��Zf*�ق 	%�� ھ(� : ∞+;0]

         2
1x x lnxو ֏− xα֏ 
� 
[��xو ��'�� �� أ� [0;+∞ :( )'

2g x x
x

α
α= +  


  إذن                � 
[����x أ� [0;+∞ :( )
2

' 2x
g x

x
α

α+=  

�0x(� أن        )5_ن إ�Zرة  < )'
f xα رة�Z��2 إ

2x α+: ��%	و  

0αإذا ��ن  • 
 5_ن  =� 
[����x أ� [0;+∞:2
2 0x 
 و�������  <� 
[����x أ� [0;+∞  :( )'

0g xα > 

[��Wا'�ة  ���)9	gα+%و	%�� ا��ا�&       [0;+∞  

0αإذا ��ن  • 52_ن  >
2 0x α+ = ]5�K92

2
x

α−= و �(� أن] [0;x∈ 52_ن∞+
2 0x α− = ]5�K9

2
x

α−= 
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)وإ�Zرة )'
g xα : �����ا G0��ا +%	 +��9 

  

  

;h!����0& 9(��� 	%+ ا�(�Hلgαو	%�� ا��ا�& 
2

α −
 
 

;و ��Wا'�ة 9(��� 	%+ ا�(�Hل 
2

α − +∞ 
 

  

0αإذا ��ن  • 52_ن  <
2 0x α+ 
 و�������  <� 
[����x أ� [0;+∞ :( )'

0g xα > 

[��Wا'�ة  ���)9	gα+%و	%�� ا��ا�&                    [0;+∞  

  �ـ.  ��ول ا��4�Mات :       

0αإذا ��ن  • = : 

 

 

  

  

  

0αإذا ��ن  • < :  

 =�
2

gα
αβ

 
= −  

 
                                                          

  

  

  

  

0αإذا ��ن  • > : 

  

  

  

  

 

4(   �)�0α <  :( )' 0g x = ]5�K9
2

x
α−= و���

2
xω

α−=و
2

y gω α
α −=   

 
1أي أن  ln

2 2
yω

α αα
 − −= − +   
 

      

و �(� أن    )5
1

ln ln
2 2 2

α α − − =       
51_ن ln

2 2 2
yω

α α α− − = − +  
 

و �(� أن  
2

xω
α−= 5_ن( )2

2
xω

α−= 

)و 	%��    ) ( ) ( )( )2 2 2
1 lny x x xω ω ω ω= − − V#)' �)� �����و��αل�H)�ا] [;0−∞ U*��5_ن اαω �0�� +���9(� إ( )Γ 

���2د���       
1 2 lny x x x= − − 

�1�4ض أن  )6α =  =�1،و �
g g= 

 :   gا��ا�& أ��Hز ��ول 4�M9ات   .أ

 

  

)ب. إن    )1 0g [��Wا'�ة  ���)9	g  +%ا��ا�& �(� أن  ،= )و∞+;0] )1 0g )5_ن إ�Zرة= )g x  +��9  

+∞      
2

α−
        0  

 x  

       +     0     −  ( )'
g xα  

  +∞                    0  x  

               +  ( )'
g xα  

+∞  
  

                              1−  

( )g xα  

+∞          
2

α−
       0  

x  

           +    0   −  ( )'
g xα  

+∞                        +∞  
                 β  

( )g xα 

+∞                       0  x  

             +  ( )'
g xα  

+∞  
  

                             −∞  

( )g xα  

+∞                         0  x  

             +  ( )'g x  

+∞  
  

                             −∞  

( )g x  
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  :	%+ ا��G0 ا�����    

  

( )II  

1( ��'��( )
0

lim
x

f x
>→

= )2ن  ∞− )
0

lim 1 1
x

x
>→

− + و =
0

ln
lim

x

x

x>→
= −∞ 

)و��� ا�(���0 )f
C ���رب ���د�*�  �*�#� 
�*'0x =  

)أ .  )2 )lim
x

f x
→+∞

= )2ن∞− )lim 1
x

x
→+∞

− + = و ∞−
ln

lim 0
x

x

x→+∞
= 

 
� 
[�� xب. �(� أ�� �� أ� [0;+∞ :( ) ln
1

x
f x x

x
= − + و  +

ln
lim 0
x

x

x→+∞
=  

)5_ن ا�(���0     )f
C 
L�� رب�*�  �*�#� ��	 
�*'( )∆  /�0�1y x= −   ���د�& د'�Kر�9& ��+

)�ـ. درا�& و��Q& ا�(���0 )f
C   �*�#)�+ ا�إ &�#����( )∆ :  

)����� إ�Zرة ) ( )1f x x− − + 
� 
[�� x: �� أ� [0;+∞ :( ) ( ) ln
1

x
f x x

x
− − + =  

0xو �(� أن    )5_ن إ�Zرة  < ) ( )1f x x− − ��ln إ�Zرة+ x  

  

  

  

 

  �)� ���'] [0;1x ∈ :( )f
C+%	أ =*'( )∆

  

        �)�] [1;x ∈ +∞ :( )f
C
�)'*= أ� )∆

  

        �)�1x = :( )f
C=�*'( )∆ &�)�5 ا��* )1;0A

  

[!��%& ��Zf*�ق 	%+ ا�(�Hلf)   أ.  ا��ا�& 3 [G)H� �@�2ع دا���� !��%��� ��Zf*�ق 	%+ ∞+;0]   :  ھ(�∞+;0]

1x x− و   ֏+
ln x

x
x

֏
� 
[�� xو �� أ� [0;+∞ :( )
2

1 ln
' 1

x
f x

x

−= − +  


� 
[�� xأي أن �� أ� [0;+∞ :( ) ( )2

2

1 ln
'

x x
f x

x

− − +
= 
� 
[�� xو��� �� أ� [0;+∞ :( ) ( )

2
'

g x
f x

x

−
=  

      
� 
[�� xب. �(� أن �� أ� [0;+∞ :
2

0x )5_ن إ�Zرة  < )'f xرة�Zإ ��( )g x−  

 و 	%�� �9�+ إ�Zرة 	%+ ا��G0 ا����� :            

  

  

[��Wا'�ة 9(��� 	%+ ا�(�Hلf'��� أن ا��ا�&      ]و ����!h& 9(��� 	%+ ا�(�Hل1;0[ [1;+∞  

�ول ا��>(	ات :        =  

  

 

 

+∞           1           0  x  

     +        0    −  ( )g x  

+∞           1           0             x  

      +      0    −  ( ) ( )1f x x− − +  

+∞           1          0  x  

        −     0      +  ( )'f x  

+∞           1           0  x  

       −      0     +  ( )'f x  

               0  

−∞                     −∞  
( )f x 



 

10 

 

)�ـ .  ر�   )و ا�(���0∆( )f
C   :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

2) إن  4
4S A cm=  =�( ) ( )( )

1

1

e

A f x x dx= − − +∫  

  ��'��
1

ln
e

x
A dx

x
= و���∫

1

1
ln

e

A x dx
x

= )أي أن  ∫× ) ( )
1

'

e

A u x u x dx= ×∫  =�( ) lnu x x=  

)و���   )2

1

1
ln

2

e

A x
 =   

)أي أن   ) ( )2 21 1 1
ln ln1

2 2 2
A e= − 2و	%��  =

2S cm=  

5 
� 
∗��  x) أ.  �(� أن �� أ�
ℝ ،x

∗− ∈ℝ  و( ) ( )h x h x− =  

∗(2ن        
ℝ  
� 
�4 و�� أ�h�+ ا�#�& إ��ظ4ة ������x  ��∗

ℝ ؛x x−   دا�& زو��& h))  و	%�� =

)و ������� �G0ر ا��4اG0� "�9ر ��9ظ4 �%(���0       )h
C  

)إ�?�ء  )h
C: 
� 
[��  ��x أ� )؛ ∞+;0] ) ( )ln

1
x

h x x f x
x

= − − = −  

[و��� �5 ا�(�Hل  [0;+∞ ،( )h
C4�k� Gھ( )f

C  +�إ &�#���� 

 ا��4  إ�+ ا�(�Hل>�G0ر ا��Gا$��)K�  P 
] [;0−∞  

  ������ظ4 ����#�& إ�+ $��
 �G0ر ا��4ا�9"

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)ب.   )h x
e m=   ]5�K9( ) lnh x m=  =QG�،lnt m=  �H�( )h x t=  

)إن $%Gل ا�(��د�&  )h x t= ��0�)�9*�ط= ا U*� 
)ھ� G5ا> )h
C &�(��د�(#�*�  ذو ا�و اy t=  :������� و  

(Cf)

2 3 4 5-1

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

(Ch)

2 3 4-1-2-3-4

2

3

-1

0 1

1

x

y
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�)�0t ����lnه  > 0m 9*�
 $%Gل > E &�(��د�ا :  

       �)�0t ����lnه = 0m ��ن �5 ا)�Zرة =%�d� ���	��  : �%(��د�& $%�� �

       �)�0t ����lnه < 0m   : �%(��د�& $%�� �G���ن ��� و $%�� �����ن ���  <

0'���؛  �(� 1m< 9*�
 $%Gل> E &�(��د�ا :  

            �)�1m ��ن �5 ا)�Zرة =%�d� ���	��  : �%(��د�& $%�� �

            �)�1m   : �%(��د�& $%�� �G���ن ��� و $%�� �����ن ��� <

-/AB�(�  :ا�1 1m− < 9*�
 $%Gل> E &�(��د�ا :  

               �)�1m = 1mأو − ��ن �5 ا)�Zرة  =%�d� ���	��  : �%(��د�& $%�� �

               �)�1m < 1mأو −   : �%(��د�& $%�� �G���ن ��� و $%�� �����ن ���  <

  

 ا��',



1 

 

 

 

 

 

 

     : ط)��� 04(ا�
	��� ا�ول �

( )n
uد ط�����	 
� 
)؛  ��� ���وم nھ� ا�������� ا���د�� ا������ �ــ : �� أ� )

1

ln

ne

nu x dx= ∫    

1(      
� 
]�� ا��%�ل xأ. ��� أ"! �� أ� ]1;e  
� 
��nو �� أ�
∗
ℕ   :( ) ( ) 1

ln ln 0
n n

x x
+− ≥   

)ب. ا(�)�' أن ا��������        )n
u ����+ �,-�(��  

1)     أ. ا01/ 2
u  �34%���� �5��6ط��7 ا�� �	  

      
� 
)؛  ��� ���وم  n	�د ط���� ب.  ��� أ"! �� أ� )1
1n nu e n u+ = − +    

       : �� 
2�ـ. ا(�)�' -��� �
u 3و

u    

3 
� 
��n)    أ.  ��� أ"! �� أ�
∗
ℕ   :0nu ≥    

)ب. ا(�)�' +:�رب      )nu   

      
� 
��n�ـ . ��� أ"! �� أ�
∗
ℕ   :( )1

n
n u e+ lim، >; ا(�)�'     ≥ n

n
u

→+∞
  

4(  
� 
�����n أ"! �� أ�
∗
ℕ   :( )2 3 1

4 5 ... 2 2
n n

u u n u n e u ++ + + + = × − −  

  :  ط)��� 05ا�
	��� ا�����( �

n>�1 د ط�����	1n ≥. ;?� @��1
U ،n  ة��ن و  ��?�ءC5ات  3ا���داءC) نC5@ ا���2و �?; 

U  نC5ا� �� ��+��،  

       E��Fة ذاتو ا��داء C) نC5)� ا��5@) (                 ا�	ق ��� ا��6ات �J" K  

)"���� ا��%��� ا��CLا��3         )E  : ا������  

      /M0"  �� ة��ا��3 CL	
1

U  �� �N�?" و
2

U  �� ة�� /M0" ;< ،
2

U  �� �N�?" و
1

U "  

 ��<�Mو ���6 ا�AوB  ا�������:  

              A  " :���%ا�� ���( )E ���%���� ا�:��م 
)��:P 	�د ا��6ات �� ا���0�6 ��� ��ن -� )E " 

              B  " :���%ا�� ���( )E @�6ا�
2

U  Q:� ة وا�1ة ��?�ء�� ;?�"  

  أ"U 4%%�ة اK���1Kت ا��� +)�Sج ھSه ا��%��� ا��CLا��3 )1

) ھ���A  : C أن ا���1ل ا��Mث )2 ) 3 2

4 3

n
p A

n

+ =  + 
  

)أ01/   )3 )p B ث�Mا���1ل ا�B  

4(  W��� /	K مC:�100  �:��0م ����%��� ا�C:� د�)�ر و( )E �3اCLا�� ��Xو ���6 ا���X : �5� ��� ا����ف 

إذا �:� �� ا��6@  •
2

U  P5	 
,M�� !"[� Q:� ة وا�1ة ��?�ء��2n د�)�ر 

إذا �:� �� ا��6@ •
2

U  P5	 
,M�� !"[� E��Fن اC5ا� �� ��+��n  د�)�ر 

إذا �:� �� ا��6@ •
2

U   !�0 �� د��\� !"[� E��Fن اC5ات �� ا���ث ]< 
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( ) ( )2

0 0

2ln 1 2
lim lim

x x

f x x x

x x< <→ →

− −
)و�)! = ) ( )

0 0

ln 1 2
lim lim 2

x x

f x x
x

x x< <→ →

− 
= − 

 
 

)إذن     ) ( )
( )0 0

ln 1 2
lim lim 4

2x x

f x x
x

x x< <→ →

 −
= +  − 

 W^C�.2x α− =�%"( )
( )

( )
0 0

ln 1 2 ln 1
lim lim 1

2x

x

x α

α
α< >→ →

− +
= =

−
)و	�5! )

0

lim 4
x

f x

x<→
=   

"��� أن  •
( )

0

1
lim

2x

f x

x>→
=  :

( )
0 0

1
ln

2
lim lim

x

x x

e

f x

x x> >→ →

 +
 
 = !(و�

( ) ( )
0 0

ln 1 ln 2
lim lim

x

x x

ef x

x x> >→ →

+ −
= 

)�ــ :  ℝا������ 	u P5إن ا��ا��  ) ( )ln 1
x

u x e= +  P5	 ق�:�U]� �5��-ℝ �:�:1 د�	 
� 
   xو �� أ�
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      ( )'
1

x

x

e
u x

e
=

+
و �������  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
lim lim ' 0

x x

f x u x u
u

x x> >→ →

−
= و	�5!  =

( )
0

1
lim

2x

f x

x>→
=   

)اK(�)��ج : ��� أن  • ) ( )
0

0
lim 4

0x

f x f

x<→

−
=

−
�5��-0 �[�U:�ق 	)� �f]ن ا��ا�� 

0x =�X`أ ;�:� 

و��� أن                    
( ) ( )

0

0 1
lim

0 2x

f x f

x>→

−
=

−
�5��-0 �[�U:�ق 	)� �f]ن ا��ا��  

0x   �:�; أ��� =

)ا����0J ا����"�  :  ا��)M)�   .ب )fC�)��� �0ر ا����أ� P5	 
�:�( )1
T !N��C+ 
����( )' 0 4Gf = 

)ا��)M)�  و             )fC�)��� ا����أ ���� P5	 
�:�( )2
T !N��C+ 
����( ) 1

' 0
2

Df =  

)���د�� ا����س�ـ.   )1
T  �(M(�5�( )fC : �0ر ا����أ ھ�� P5	4y x=  

)���د�� ا����س      )2
T  �(M(�5�( )fC : �0ر ا����أ ھ�� P5	

1

2
y x=   

)أ. �01ب   )2 )lim
x

f x
→+∞

  :( ) ( )1
lim lim ln lim ln

2

x

x x

e
f x

α
α

→+∞ →+∞ →+∞

 += = = +∞ 
 

 

[�ن ا����ل x.  ���6 ب [0;+∞  :  

     ( ) ( )1
ln ln 1 ln 2

2

x
xe

f x e
 += = + − 
 

)أي أن   ) 1
ln 1 ln 2

x

x
f x e

e

  = + −  
  

  

)و�)!      ) ( )ln ln 1 ln 2
x x

f x e e
−= + + )إذن  − ) ( )ln 2 ln 1

x
f x x e

−= − + +   

 
� 
[�ن x�ـ. ��� أن �� أ� [0;+∞ :( ) ( )ln 2 ln 1
x

f x x e
−= − + )و  + ) ( )lim ln 1 lim ln 1 0

x

x
e e

λ

λ

−

→+∞ →−∞
+ = + =  

      �(M(ن ا��[�( )fC �(	 
�:�+∞  
)��0:�; �:�رب ��3 ���lnف ������د�� ا����6ر+��  ∆( 2y x= −   

�� 
)د. درا�) ا�W^C ا�6� ��0( )fC  و( ): �)��� إ�Uرة  ∆( ) ( )ln 2f x x− −  

     �(���( ) ( ) ( )ln 2 ln 1
x

f x x e
−− − = + 
� 
�ℝ  :1ن n1]" ،x أ"! �� أ� 1

xe−+ >   

  
� 
):  �ℝن xو�)! �� أ� )ln 1 0
x

e
−+ > 
� 
):  �ℝن xأي أن �� أ� ) ( )ln 2 0f x x− − >  

  �(M(و ������� ا��( )fC  ;�:�0ا�� P5	أ W:�( )∆  

 : fدرا(� ا+%�ه +��X ا��ا��  ) 3

]-���U]� �5:�ق 	P5 ا��%�ل fأ.ا��ا��  C�%� �N"Fع دا���� -�����5 �[�U:�ق 	�5! ھ�� :  −0;4]

   
2x x֏  و( )2ln 1 2x x− −֏ 
� 
]�ن xو �� أ� [4;0− :( ) 2

' 2 2
1 2

f x x
x

− = − × − 
  


� 
]�ن xأي أن �� أ� [4;0− :( ) 4
' 2

1 2
f x x

x
= +

−
 
� 
]�ن xو�)! �� أ� [4;0− :( )

2
2 2

' 2
1 2

x x
f x

x

 − + +=  − 
  

 
� 
]�ن ��x ا� [4;0− :1 2 0x− )و�)! إ�Uرة< )'f x رة�U��2 إ
2 2x x− + +   

���2 أن  
2 2 0x x− + + =  l��6�1 17

4
x

1أو =+ 17

4
x

]و ��� أن  =− [1 17
4;0

4

+ ∉ ]و − [1 17
4;0

4

− ∈ −   

 W�
1

1 17

4
x

)و 	�5! إ�Uرة   =− )'f x   : ا����� CM(ا� P5	 P_�+

    

]��4ا��ة +���� 	P5 ا��%�ل  fو�)! ا��ا�� ]1
4; x− ا��%�ل P5	 ����+ �,-�(�� و[ ]1

;0x   

  

   0            1
x       4−     x  

             +     0    −          ( )'f x  
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[-���U]� �5:�ق 	P5 ا��%�ل fا��ا��أ. �N"F +���/ ا��ا��  ∞+;0]
1

:
2

xe
u x

+
 و ������� �U]�ℝ:�ق 	P5ا�:���5 ֏

 P5	ا��%�ل] :���C	� ����ا��  ∞+;0] lnv x x֏  P5	 ق�:�U]� �5��:ا�] [0;+∞ 

 
� 
[�ن xو �� أ� [0;+∞ :( ) 2'
1 1

2

x

x

x x

e

e
f x

e e
= =

+ +
  
� 
�ℝ  :0ن ���x أن �� أ�

xe >  


� 
�]ن [�xن �� أ� [0;+∞ :( )' 0f x [��4ا��ة +���� 	P5 ا��%�ل fو ������� ا��ا�� < [0;+∞  

 ��ول ا����Xات :  •

W�( )1
1,27f xβ = = −                                                                                       

 

  

  

  

]����0ة و ��)�-,� +���� 	P5 ا��%�ل fأ. ��� أن ا��ا��  )4 ]1
4; x− و( )4 0f − )و < )1

0f x )�]ن ا����د�� > ) 0f x = 


 1[ و��1ا       �:+α  >�11
4 xα− < <   

]����0ة و ��4ا��ة +���� 	P5 ا��%�ل ���f أن ا��ا��  و ��� أن     [1
;x )و ∞+ )1

0f x )و > )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

)�]ن ا����د��          ) 0f x 
 1[ و��1ا =�:+'α  >�1] [' 0;α ∈ +∞   

)ب. إن  )0 0f )و ��� أن  = )1,73 0,002f − )و= )1,72 0,022f − = − �hF��5 ���وم و اMن أ�1 ا�[�α   

            >�11,73 1,72α− < < −   

)�ـ. ر(; ا����(��  )1
Tو( )2

T ;�:�0ا�� ،( )1
∆ �(M(و ا��( )fC  :  

                

  

                                

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

  

  

  

+∞                  0         1
x             4−     x  

                +                +  0        −         ( )'f x

 +∞                 0                   16 4ln3−  

                                        β  
       ( )f x 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

i→
j→
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)أ.  ���)�  ) 6 ) ( )
1

ln 1 2

x

H x t dt
−

= −∫   W?" ،( ) ( )ln 1 2w t t= −�%"( ) 2
'

1 2
w t

t

−=
−

) و  )' 1n t = �%" ( )n t t= 

)و	�5!   ) ( )
1 1

2
ln 1 2

1 2

xx t
H x t t dt

t− −

−= × − −   .�� ��N أ�hى  ∫−
1 1 1

2 1 2 1 1
1

1 2 1 2 1 2

x x xt t
dt dt dt

t t t− − −

− − −  = = − − − − 
∫ ∫ ∫  

أي أن  
1 1 1

2 1 2
1

1 2 2 1 2

x x xt
dt dt dt

t t− − −

− − = +  − − 
∫ ∫ ]و�)! ∫ ] ( )

1 11

2 1
ln 1 2

1 2 2

x xxt
dt t t

t − −−

− = + −  −∫  

)و	�5!  ) ( ) [ ] ( )
11 1

1
ln 1 2 ln 1 2

2

x xx
H x t t t t

−− −
= × − − − −       : �%" E�Cا��� ��� ،       

( ) ( ) ( ) ( )( )1
ln 1 2 ln 3 1 ln 1 2 ln 3

2
H x x x x x= × − + − + − − )و�)!  − ) ( ) ( )1 3

ln 1 2 ln 3 1
2 2

H x x x x
 = − × − + − + 
 

  

288و 	�5! 
4ln 2 4 9 ln 9

3
S cm

 = + − − 
 

276أي أن  
4ln 2 18ln 3

3
S cm

 = + − 
 

  

)ا��)M)��ت  ا����H- ا�و�, :  ) 7 )mC  ����< �_:" 
�L+( );x yω  
� 
∗��  ��m)�ه �� أ�
ℝ    :( )1y mf x= +  

)أي أن ا��)M)��ت     )mC  ����< �_:" 
�L+( );x yω  
� 
∗��  ��m)�ه �� أ�
ℝ    :( ) 1 0f x m y× + − =  

)و�)! ا��)M)��ت   )mC  ����< �_:" 
�L+( );x yω  ه�(��
( ) 0

1 0

f x

y

=


− =
   

)�]ن  015/ ا�p0ال          ) 0f x =  ) l��6+0x xأو  = α=   (  

     ���0x =  :( )1 0y mf= )و  + )0 0f �1y]ن = xو ���  = α=  :( )1y mf α= )و  + ) 0f α �1y]ن = =    

    W��� ������� تو��(M(ا��( )mC ���_:(ا� �� ��+( )0;1A و( );1A α  

∗��m'و  m"���� : ا����H- ا����(-  
ℝ  >�M�'m m≠  �6و��( );M x y  يC�0ا�� �� �_:"  

( ) ( )'m mM C C∈ ∩  l��6�[ ]4;0x∈ )و − )1y mf x= )و + )1 'y m f x= +  

)و�)!  ) ( )'m mM C C∈ ∩  l��6�[ ]4;0x∈ )و − )1y mf x= )و + ) ( )1 1 'mf x m f x+ = +  

)إذن   ) ( )'m mM C C∈ ∩  l��6�[ ]4;0x∈ )و − )1y mf x= )و + ) ( )' 0m m f x− =  

m'و ��� أن    m≠ ن[�( ) 0f x )�]ن  015/ ا�p0ال  .   و= ) 0f x =  ) l��6+0x xأو  = α=   (  

)و ������� ���W ا��)M)��ت         )mC ���_:(ا� �� ��+( )0;1A و( );1A α  

         

  

 

,'
 ا�
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  : ���ط ) 04ا��
	�� ا�ول ( �

( )Iا������� 	
 ��
�� �
)ا����د�� � )E  ذات ا�����ل( );n m   :����
)ا� )11 24 1 ...n m E− =  

)��ح ���ذا ا����د�� أ. ا )1 )Eا������� 	
 ���� �� !�
�  

����د�� ب.  � �#�$ %�
���ل $�ارز+�� إ(��)س ��& .�/( )E  

��ل ا����د��    )2� �����+ &��( )E    

( )II  1 ( +& 9!5 4 أن ا��)د �(�.7 �6( )11
10 )و  −1 )24

10 1−   

)/�& أ�< إذا =��> ا�;:���9  )2 );n m د������� ��( )E  ن?
( ) ( )11 24
10 1 10 10 1 9

n m− − − =   

)/�& أن   )3 )11
10 7 ���)د  −1.�)( )11

10 1
n 
B و�Aد �)دان ط�����ن  −:
  /b   : E�5و7C ،a ا.

                                  ( ) ( )11 24
10 1 10 1 9a b− − − =     

4(  &Fد(��
�ك �H+ 7.�) �= أن &�/( )11
10 )و −1 )24

10 
B 9ھ� (�.7 ���)د  −1:
)،7C ا. )11 24
10 1;10 1PGCD − −  

�  ��	
  : ط)��� 04(ا����� ا��

 
n  &+ ��=أ 	�1)د ط���   

   J�5
�ي #:)وق �F3�=Fت .�داء و�n �=F. ء�N�/ �       (O����/ ��:�/ P��� � ��C��
  (ا�6��Fت +


�& �T5U +& ھSا ا�R:)وق ��Hا��9       F�= (�
	 آن وا  

( )I ���(/ TU�
��ل nا��)ث +& ا��5ادث ا�
����  ا �= : 

1(  A "  T5.�=F&�Y�
Z+ &���� &+ &�
" 

2(  B "  T5.�=F ن��
�& +& �OY ا�"  

3    (C " &+ �F�= �)\ا J�� T5. ن��" ا\.�د  ا�
  

( )II &6��X  �6/ 4
�F يSا� 	ا9�Hا�� ��]
  �ت ا��Uداء ا��T5.F  �/�5U ، �)د ا�6������ ا��


���<  ��X& (�7 ا��
[�� ا���Hا9	) 1      �  ،7C ��ف (���ن ا

         2 ( ���(/ TU�)ا\+� ا��!��_�F	  nا )E X 	9ا�Hا�� ��]
���X   


�6F Jن  ��n& ا��)د ا�`���	 ) 3         �( ) 1E X =  

4 (   ���) �Aأ &+n TU�)ا����:� ، أ )1446 2025E X +  

�  ��	
  : ط)���05 (ا�����ا��

( )nu �

���� ا��)د�F ا����
5/0)ھ� ا\ولھ	 ا��
u  	���د ط(� �= �Aو+& أn  :1

2

1
1

1

n
n

n

u
u

u
+

+= −
+

  

( )I	 � 5��0& (�7 ا��)د ا�
u  �6ن! ���Aأ &+ 	
)ا� )n

u .�
/�C ����

+ 

( )II ض أن�Y�[ [0
1;0u ∈ − : 

n  :1/�ھ&  أ�< +& أA� =� �)د ط���	  ) 1 0
n

u− ≤ < 

2 (   ����

)/�& أن ا�� )n
u �R)�:
+ �+��!   . 

3 (   ����


B أن ا��:
)ا. )n
u .��
F��� TU�
 �ر/� ، أ+ 

  

�����ر�� ا� ����2025  
ر��$)�ت �&�%� 03ا�
�$�ع ر"!    

ا��
�ذ: �	�د ���و         
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):  n./�& أ�< +& أA� =� �)د ط���	 أ.  ) 4 ) ( )1
2

0

1
0 1 1

1
n nu u

u
+≤ + ≤ +

+
 

�cN  ب.
2

0

1

1
k

u
=

+
):  n. /�& أ�< +& أA� =� �)د ط���	   ) ( )0

0 1 1
n

n
u k u≤ + ≤ +  

 B
:
Alimـ. ا. n
n

u
→+∞

  

):  cN�n +& اA� =� �)د ط���	   ) 5 ) ( ) ( )0 1
1 1 ... 1

n n
S u u u= + + + + + + 

:  n+& أA� =� �)د ط���	 /�& أ�<      
( ) ( )

2

0 0 1

2

0

1 1
0 1

1 1

n

n

u u
S k

u

++ +
≤ ≤ −

− +
  

      : ���ط) 07ا��
	�� ا�	ا*(( �

( )I  n 	���ل أن : �)د ط���
.�/ .lim

u

nu

e

u→+∞
= lim، /�ھ& أن :   ∞+ 0

n x

x
x e

→−∞
=   

( )II  �Fا�)ا�� ا��)د ��
��f  ا����ل J�� �
)/ــ :  ℝا���� ) ( )2
1

x
f x x x e= + +   

         	�U�( )f
C  ا��(�
�ي ا��:�Uب إ�J ا����7 ا��
��+) و ا��
���f Oا��:5:	 ا���;� �Uا�� 	
( ), ,O i j

� �
  E�5/2i cm=

�
   

1(     TU�)أ. ا )lim
x

f x
→+∞

 

    TU�)ب. ا )lim
x

f x
→−∞

 �����/ ���

U� ا�: ، 

 ، 7C أ��A P)ول ![��ا!��  fادرس ا!��ه ![�� ا�)ا�� )2

)أ. ��& +��د�� �����س   )3 )T  	:5:���( )f
C�` :ا� (:�A ��#�Y0ذات ا�

1

2
x = 

)ب. أر.7  ا����س  )T 	:5:و ا��( )f
C   

�TU (�7 ا��.�f ا�5 � 	4 &�� (m  ل ا����د�����)، �)د وإ��رة  )2
1 0 ...

x
x x me E

−+ + − =  

( )III a 	 � 5ا��)د ا� ��
�� ، T��. 	 � �a,�)د  n
I  : ف /ــ�ا���

0

,

n x

a n

a

I x e dx= ∫  

1( ���(/ TU�0a,ا��)د ا� � 5	 aا
I TU�
��9P  أ��/ ��7C ،,1a �& ط�4F ا���6+

I  ���(/a 


��9P ، /�ھ& أن :  )2��/ ���& ط�4F ا���6+
1

, 1 ,

n a

a n a n
I I a e

+
+ + = − ×  B
:
7C ،,2a ا.

I 

��2cmأ�TU /ـ  )3�Uا�� ،( )S a	:5:���/ ي ا��5)د�
Uا�� P�5ا� ���U+ ،( )f
C  : ��

 ���ت ا�
	 +��د�Uوا�� 

              x a=  ،0x 0yو   = =   &�� 7C ،( )lim
a

S a
→−∞

  

  ا��&+
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�  ��	
 :  01ا��

( )I 

11
?ن �24)د أو�	 � 7U F  11أ. /�� أن  )1 c+ 	ا����د�� 24أو� 	��
)و /�� )E ا������� 	
 ���� �� !2
ℤ 

 : �:F(� .ب( )24 11 2 2= × )و  + )11 2 5 1= × )إذن  + )11 2 5 1− × )و /�� أن  = )24 11 2 2− × =   


?ن     ( )11 24 11 2 5 1− − × × )و+:<  = ) ( )11 11 24 5 1× − × )و ���< ا�;:���9 = �� $�ص �����د�� 5;11(( )E  

��ل ا����د��  )2� &���!( )E :( ) ( )11 11 24 5 1× − × =   

       �:F(�11 24 1n m− )و  = ) ( )11 11 24 5 1× − × )و+:<  = ) ( ) ( )11 11 24 5 ...n m I− = −  

)7U F 11و /�� أن       )11 11n 7 11
?ن  −U F( )24 5m 7 11
?ن  24أو�	 +c 11و /�� أن  −U F( )5m −  

     	��
5و /�� 11m k− =  c+k ∈ℤ  11أي أن 5m k= +  c+k ∈ℤ   

    iF��
/m  	
( )I  (��24 11n k= +  c+k ∈ℤ  

   iF��
/ : O6���/ وm وn 	
( )E  (��( ) ( )11 24 11 24 11 5 1k k+ − + =  �= �A5  � +& أ+k &+ℤ   

��ل ا����د��  � �����+ >��)و� )E  : 	ھ( ){ }14 11;11 5 /S k k k= + + ∈ℤ   

( )II   

+& 9
5 4 أن ا��)د ) �1  �7 �6.�)( )11
10 )و  −1 )24

10 1−   

•  �:F(�  :Jا\و� � F�`ا�( )( )11 10 9
10 1 10 1 10 10 ... 1− = − + + )أي أن  + )11 10 9

10 1 9 10 10 ... 1− = + + +  

11(�.7 ���)د 9و+:<                           
10 1−  

                    j�S=( )( )24 23 22
10 1 10 1 10 10 ... 1− = − + + )أي أن  + )24 23 22

10 1 9 10 10 ... 1− = + + +  

24(�.7 ���)د 9و+:<                           
10 1−  

]ا�`�F � ا�;����: /�� أن  • ]10 1 
?ن≡9[ ]11
10 1 ]و ≡9 ]24

10 1 ]و+:<  ≡9 ]11
10 1 0 9− ]و ≡ ]24

10 1 0 9− ≡ 

                        >��11(�.7 �6� +&  9و �
10 24و  −1

10 1−  .  

)��& أ�< إذا =��> ا�;:���9 ) �2 );n m د������� ��( )E  ن?
( ) ( )11 24
10 1 10 10 1 9

n m− − − =   

   

 

  �_�
)/�� أن  );n m  د������� ��( )E  ن?
11 24 1n m− 11و+:<  = 1 24n m=   و+:<  +

     ( ) ( ) ( ) ( )11 24 24 1 24
10 1 10 10 1 10 1 10 10 1

n m m m+− − − = − − )إذن− ) ( )11 24 24 1 24 1
10 1 10 10 1 10 1 10 10

n m m m+ +− − − = − − +  

      >��)و� ) ( )11 24
10 1 10 10 1 9

n m− − − =  

)��& أن � )3 )11
10 7 ���)د  −1.�)( )11

10 1
n − 
:
  /b   : E�5وaج و�Aد �)دان ط�����ن �، 7C ا.

                                  ( ) ( )11 24
10 1 10 1 9a b− − − =    

)إن     )11 11
10 1 10 1

n
n − = )إذن − ) ( ) ( )( )11 1 11 211 11

10 1 10 1 10 10 .... 1
n nn − −− = − + + )و+:<+ )11

10 11(�.7 ���)د −1
10 1

n −  

   j�S=( )24 24
10 1 10 1

m
m − = )إذن − ) ( ) ( )( )24 1 24 224 24

10 1 10 1 10 10 .... 1
m mm − −− = − + + )و+:<+ )24

10 24(�.7 ���)د −1
10 1

m −  

�����ر�� ا� ����2025  
ر��$)�ت �&�%�  

ا��
�ذ: �	�د ���و         
003/.)- ا�
�$�ع  

	(120 ��(� : و 51 4�د �9)��  : �8 أ56 51 4�د ط
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):    /�� أن ا>��;��ج     )11
10 11(�.7 ���)د −1

10 1
n 
?�< A�F) �)د ط���	−a  E�5/( )11 11

10 1 10 1
n

a− = −   

) و/�� أن             )24
10 24(�.7 ���)د −1

10 1
m 
?�< A�F) �)د ط���	 −'a  E�5/( )24 24

10 1 ' 10 1
m

a− = −  

)و /�� أن   ) ( )11 24
10 1 10 10 1 9

n m− − − 
?�< A�F) �)دان ط�����ن=a و'a E�5/( ) ( )11 24
10 1 10 ' 10 1 9a a− − − =  

  c_�/ 10و 'b a= د �)دان ط�����ن�Aو B
:Fa وb  E�5/( ) ( )11 24
10 1 10 1 9a b− − − =   

4� ( &Fد(��
�ك �H+ 7.�) �= أن &��( )11
10 )و −1 )24

10 
9ھ� (�.7 ���)د  −1:
)ج �،7C ا. )11 24
10 1;10 1PGCD − −  

 ��
��d &+ �6� ك�
H+ 7.�)11
10 24و −1

10 11(�.7 �ـ dإذن −1
10 24و (�.7 �ـ −1

10 1−  	��
  و /��

d  د(��� 7.�)( ) ( )11 24
10 1 10 1a b− − 9(�.7 ���)د  dو+:<  − &Fد(��
B أن =� (�.7 �:F11

10 24و −1
10 1−  

11(�.7 �6� +&  9، و/�� أن  9ھ� (�.7 ���)د  
10 24و−1

10   ھ� (�.7 ���� 9
?ن =� (�.7 ���)د −1

                   >��)و � )11 24
10 1;10 1 9PGCD − − =  

  

�  ��	

� �ت و���< �)د ا��5�ت ا���6:� ھ� :   ا����� ا���

?�:� ��ظl ا� (�
	 آن وا 7
F T5Uأن ا� ��/: 

                        
( )
( )

( )( ) ( )
( )

2

3

3 ! 3 2 1 !

2! 1 ! 2 1 !
n

n n n n
C

n n
+

+ + + +
= =

+ +
  >��و�

( )( )2

3

3 2

2
n

n n
C +

+ +
=  

( )I 1ب�U� (( )p A  E��A : ھ� ا�5)ث" &�Y�
Z+ &���� &+ &�
F�= J�  "ا��R5ل �

1ھ�  �A)د ا��5�ت ا���ا!�� ��5)ث      1

3
3nC C n× )و+:<  = ) ( ) ( ) ( )( )

3 6

3 2 3 2

2

n n
p A

n n n n
= =

+ + + +
  

  

��Uب ) 2( )p B  E��B : ن "ھ� ا�5)ث��
�& +& �OY ا�F�= J�   "ا��R5ل �

)ھ�  �B)د ا��5�ت ا���ا!�� ��5)ث   :ا�<	��= ا�و�+        )
2 2

3

!
3

2! 2 !
n

n
C C

n
+ = +

−
)أي أن   )( )

( )
2 2

3

1 2 !
3

2 2 !
n

n n n
C C

n

− −
+ = +

−
         

و+:< 
( ) 2

2 2

3

1 6
3

2 2
n

n n n n
C C

− − ++ = + = >��)و� ) ( ) ( ) ( )( )

2

2

6

62

3 2 3 2

2

n n

n n
p B

n n n n

− +
− += =

+ + + +
  

�5)ث Bا�5)ث     : ا����)= ا�<	��= � 	U6ھ� ا�5)ث ا��A  >:+و( ) ( )1p B p A= )أي أن    − ) ( )( )
6

1
3 2

n
p B

n n
= −

+ +
   


B أن  :F( ) ( )( )
2

5 6 6

3 2

n n n
p B

n n

+ + −=
+ +

)و+:<   ) ( )( )
2

6

3 2

n n
p B

n n

− +=
+ +

  

��Uب ) 3( )p C  E��C : ھ� ا�5)ث" �= J�   "� .�داء ��J ا\(�Fا��R5ل �

     :ا�<	��= ا�و�+       

)ھ�  �C)د ا��5�ت ا���ا!�� ��5)ث          )
2 1 1

3 3

!
3 3

1! 1 !
n

n
C C C

n
+ × = +

−
)أي أن   )

( )
2 1 1

3 3

3 1 !
3

1 !
n

n n
C C C

n

−
+ × = +

−
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2و+:<           1 1

3 3
3 3nC C C n+ × = + >��)و� ) ( )( ) ( )( )

3 3 6 6

3 2 3 2

2

n n
p C

n n n n

+ += =
+ + + +

.     

�5)ث   :ا����)=ا�<	��=       � 	U6ا�5)ث ا��C ھ� ا�5)ث  ھ�C" i�/\ن ا��
�& +& ا�F�= J�       "ا��R5ل �

��< و             �( ) ( )1p C p C= )و /�� أن  − )
( )

( )( ) ( ) ( )
2

1

2

3 2 3 2

2

n n

n n
p C

n n n n

−
−= =

+ + + +

?ن ( ) ( )( )

2

1
3 2

n n
p C

n n

−= −
+ +

  

)أي أن   ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

5 6 6 6

3 2 3 2

n n n n n
p C

n n n n

+ + − + += =
+ + + +

  

( )II X  �6/ 4
�F يSا� 	ا9�Hا�� ��]
  �ت ا��Uداء ا��T5.F  �/�5U ، �)د ا�6������ ا��


���<  !���&،X  7C& (�7 ا��
[�� ا���Hا9	���! )1�  (���ن ا

 :   0،  1،  2ھ	 :  X(�7 ا��
[�� ا���Hا9	      


��ل ا��
[�� ا���Hا9	  •� :     �X:��& (���ن ا

)1(  ( )
2

2

3

0 n

n

C
p X

C +

= )و /�� أن  = )( )
( )

( )2
1 2 ! 1

2 2 ! 2
n

n n n n n
C

n

− − −
= =

−

?ن  ( ) ( )

( )( )
1

0
3 2

n n
p X

n n

−
= =

+ +
 

)2(  ( )
1 1

3

2

3

1 n

n

C C
p X

C +

×= 1و /�� أن  = 1

3
3nC C n× 
?ن  =( ) ( ) ( )

6
1

3 2

n
p X

n n
= =

+ +
 

)3( ( )
2

3

2

3

2
n

C
p X

C +

= 2و /�� أن  =

3
3C 
?ن  =( ) ( ) ( )

6
2

3 2
p X

n n
= =

+ +
 

         2            1          0  ( )iX x=  

( )( )
6

3 2n n+ +
  ( )( )

6

3 2

n

n n+ +
  ( )

( )( )
1

3 2

n n

n n

−
+ +

  
( )ip X x=  

  

2( U�����)ا\+� ا��!��_�F	  nب /) )E X 	9ا�Hا�� ��]
���X   

      �:F(�( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 6 6
0 1 2

3 2 3 2 3 2

n n n
E X

n n n n n n

     −
= × + × + ×          + + + + + +     

  

)و+:<     ) ( )( )
6 12

3 2

n
E X

n n

+=
+ +

  


�6F Jن  n& ا��)د ا�`���	���! )3�( ) 1E X = :  

( ) 1E X )إذا و
 f إذا =�ن = )( )
6 12

1
3 2

n

n n

+ =
+ +

)و+:<   ) 1E X 2إذا و
 f إذا =�ن =
6 0n n− − =  

2إن +��P ا����د��      
6 0n n− − ∆25ھ� = و+:< ا�5��& ھ��  =

1
3n و =

2
2n =   �)د ط���	  nو /�� أن  −


?ن     ( ) 1E X 3nإذا و
 f إذا =�ن = =  

  

4 (   ���) �Aأ &+n TU�)ا����:� ، أ )1446 2025E X +  
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  �A3+& أn )ا\+� ا���F_��!	 ھ� : = ) 1E X ) و/�� أن    = ) ( )1446 2025 1446 2025E X E X+ = +               


?ن        ( )1446 2025 3471E X + =  

�  ��	
  :  ا����� ا��

( )n
u �

���� ا��)د�F ا����
5/0)ھ� ا\ولھ	 ا��

u  	���د ط(� �= �Aو+& أn  :1
2

1
1

1

n
n

n

u
u

u
+

+= −
+

  

( )I!���	 � 50& (�7 ا��)د ا�
u  �6ن! ���Aأ &+ 	
)ا� )n

u �
/�C ����

+ :  

    ( )n
u  ����

+�
/�C  إذا =�ن f 
:  n+& أA� =� �)د ط���	 إذا و

1n n
u u+ =  

       �_�
)و /�� أن  )n
u �
/�C ����

+  S$n/ >�?
 ،0n = (��

1 0
u u=  

       >��0و �

0
2

0

1
1

1

u
u

u

+ − =
+

0و+:<  

0
2

0

1
1

1

u
u

u

+ = +
+

  >��)و � )0
2

0

1
1 1 0

1
u

u

 
 + − =
 + 

  


B أن    :F
0

1 0u + أو   =
2

0

1
1 0

1u
− =

+
إذن  

0
1u = 2أو   −

0
1 1u + و+:<  =

0
1u = 2أو   −

0
1 1u + =  

أي أن      
0

1u = أو   −
0

0u =  >��)و � )n
u  ����

+�
/�C  إذا =�ن f 
إذا و

0
1u = أو   −

0
0u = 

( )II ض أن�Y�[ [0
1;0u ∈ − : 

n  :1��ھ&  أ�< +& أA� =� �)د ط���	 � )1 0
n

u− ≤ <       ) cAا�
�ل /��(
.�
��� اU� ( 

 �A0أ.+& أn =   :0
1 0u− ≤ <    �_�
]+5  � \ن  [0

1;0u ∈ −  

Y�=1	 Y� ،�ض أن: nب.+& أA� =� �)د ط���	  0
n

u− ≤ 1و �:��ھ& أن : >
1 0

n
u +− ≤ <   

       �_�
1/�� أن  0
n

u− ≤ 0
?ن   > 1 1
n

u≤ + 2و >
0 1nu< 2إذن  ≥

1 1 2nu< + ≤  

  >��2و �
1 1 2

n
u< + و+:< ≥

2

1 1
1

2 1
n

u
≤ <

+

B أن  :F

2

1
0 1

1

n

n

u

u

+≤ <
+

  

    	��
و/��
2

1
1 1 0

1

n

n

u

u

+− ≤ − <
+

1أي أن  
1 0

n
u +− ≤ <  

n  :1+& أA� =� �)د ط���	 +& أ و ب ��) أ�<     0
n

u− ≤ <       

2( �  ����

)��& أن ا�� )n
u �R)�:
+ �+��!   : 

n   :1+& أA� =� �)د ط���	  
2

1
1

1
nn n

n

n

u
u

u
u u+

+ −= −
+

) و+:<  − )1
2

1
1

1
n nn

n

n

u
u

u
u u+

+ −= +
+

−    

)إذن     )1
2

1
1 1

1
n

n

n n
u uu

u
+

 
 + −
 +

−


=
   ، /�� أن 	د ط���(� �= �Aأ &+n  :1 0

n
u− ≤ <        

0
?ن      1 1
n

u≤ + و  >
2

1 1
1

2 1
n

u
≤ <

+
1و+:<   0

n
u + و  <

2

1
1 0

1
n

u
− <

+
  

��1) أن    
0

n n
u u+ − 
B أن  >:F ����

)ا�� )n

u �R)�:
+ �+��!  

3(  
:

���� �ا.
)ج أن ا�� )n
u  �/ر� 

�� و��Uب+F���  : 


���� /�� أن  •
)ا�� )n
u �R)�:
)!��+�  و +5)ودة +& ا\.Y� /���)د  + 
 �ر/� −1(+ ���?
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��Uب •lim n
n

u
→+∞

  c_�/   :lim n
n

u l
→+∞

= c+l و 	 � �)�)د  )1n nu f u+ =  E��f  �
 ا�)ا�� ا����

�J ا����ل�[ )/ـــ : −0;1] )
2

1
1

1

x
f x

x

+= −
+

   


��ة ��J ا����ل f/�� أن ا�)ا�� U+[ 
?ن −0;1]l د������� ��)ھ�  )f x x=  ا����ل 	
[ [1;0−  

         ( )f x x=  o
�6!
2

1
1

1

x
x

x

+ − =
+

)و+:<    )f x x=  o
�6!
2

1
1

1

x
x

x

+ = +
+

  

)إذن     )f x x=  o
�6!( )
2

1
1 1 0

1
x

x

 
+ − = 

+ 
)و+:<   )f x x=  o
�6!1x = 0xأو   − =  

]و /�� أن      [1;0l ∈ 1
?ن   −l = − 

):  n��& أ�< +& أA� =� �)د ط���	 �أ.  )4 ) ( )1
2

0

1
0 1 1

1
n nu u

u
+≤ + ≤ +

+
 

:  n+& أA� =� �)د ط���	    
2

1
1

1

1

n

n

n

u

u
u + + +=

+
0. /�� أن   1 1

n
u≤ + و >

2

1 1
1

2 1
n

u
≤ <

+
 


?ن   
2

1
0

1

n

n

u

u

+≤
+

 .  

)�:��ھ& أن        ) ( )1
2

0

1
1 1

1
n nu u

u
+ + ≤ +

+
 :  


���� /�� أن    
)ا�� )n
u �R)�:
:  n+& أA� =� �)د ط���	 !��+�  
?ن  +

0
1 0

n
u u− ≤ ≤ <  

2و+:<      2

0
0 1nu u< ≤ 2إذن  ≥ 2

0
1 1nu u+ ≤ +  >��2و � 2

0
1 1nu u+ ≤ + B
:F أن

2 2

0

1 1

1 1
n

u u
≤

+ +
  

1و /�� أن    0
n

u + 
?ن   ≤( ) ( )
2 2

0

1 1
1 1

1 1
n n

n

u u
u u

+ ≤ +
+ +

  	��
)و /�� ) ( )1
2

0

1
1 1

1
n nu u

u
+ + ≤ +

+
 

�cN  ب.
2

0

1

1
k

u
=

+
):  n��& أ�< +& أA� =� �)د ط���	 �  .   ) ( )0

0 1 1
n

n
u k u≤ + ≤ +  

):  n+& أA� =� �)د ط���	 :    /�� أن  ا�<	��= ا�و�+ ) ( )1
0 1 1n nu k u+≤ + ≤ +  


?ن        

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 0

2 1

1

0 1 1

0 1 1

.

.

.

0 1 1n n

u k u

u k u

u k u −

≤ + ≤ +

≤ + ≤ +

≤ + ≤ +

)و+:<     )( ) ( ) ( )( )( )1 2 0 1 1
0 1 1 ... 1 1 1 1

n

n nu u u k u u u −≤ + + + ≤ + + +  


B أن                       :F( ) ( )0
0 1 1

n

nu k u≤ + ≤ +  

�ل /��
�اcA  ا����)=ا�<	��=       (
.�
��� اU�       :  

            ( )1  �A0+& أn =   :( ) ( )0

0 0
0 1 1u k u≤ + ≤ )أي أن  + ) ( )0 0

0 1 1u u≤ + ≤ +  �  5+  

            (   =�Y	 n:+& أA� =� �)د ط���	  2(

)�Y�ض أن:                    ) ( )0
0 1 1

n

n
u k u≤ + ≤ )و �:��ھ& أن : + ) ( )1

1 0
0 1 1

n

n
u k u

+
+≤ + ≤ +   
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 �_�
)/�� أن  ) ( )0
0 1 1

n

n
u k u≤ + ≤ 0kو   + 
?ن  < ( ) ( )1

0
0 1 1

n

n
k u k u

+≤ + ≤ +  

)و /�� أن  ) ( )1
0 1 1n nu k u+≤ + ≤ 
?ن  +( ) ( )1

1 0
0 1 1

n

n
u k u

+
+≤ + ≤ +  

     &+ >��)و � )و 1( 
B أ�<  2(:F 	���د ط(� �= �Aأ &+n  :( ) ( )0
0 1 1

n

n
u k u≤ + ≤ +  


:
limج �Aـ. ا. n
n

u
→+∞

 :  

)/�� أن     ) ( )0
0 1 1

n

n
u k u≤ + ≤ 
?ن  +( )0

1 1 1
n

n
u k u− ≤ ≤ + lim/�� أنو  − 0

n

n
k

→+∞
0\ن  = 1k< <  


?ن     ( )0
lim 1 1 1

n

n
k u

→+∞
 + − = −   >:+وlim 1n

n
u

→+∞
= −  

):  cN�n +& اA� =� �)د ط���	   ) 5 ) ( ) ( )0 1
1 1 ... 1

n n
S u u u= + + + + + + 

:  n+& أA� =� �)د ط���	 ��& أ�< �     
( ) ( )

2

0 0 1

2

0

1 1
0 1

1 1

n

n

u u
S k

u

++ +
≤ ≤ −

− +
  

):  n+& أA� =� �)د ط���	 /�� أن    ) ( )0
0 1 1

n

n
u k u≤ + ≤ 
?ن +  

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

1 0

0

0 1 1

0 1 1

.

.

.

0 1 1
n

n
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  و /��

      
1
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1

n
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2

0

1
... 1

1
1

1
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−
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)و+:<     )
2
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n
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u
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 : 04ا��

( )I   ھ�ن أن�ا��lim 0
n x

x
x e

→−∞
=  &6��  :n  	���د ط(�  
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?ن  ∞−u → +∞ : �:F(و�  

   ( ) ( )lim lim lim 1

n
n nn x u

ux u u

u
x e u e

e
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= − = − )و+:< × ) 1

lim lim 1 0
nn x

ux u

n

x e
e

u

→−∞ →+∞
= − × =

 
 
 

lim، \ن 

u

nx

e

u→+∞
= +∞  

( )II  1ب�U�))   أ.  )lim
x

f x
→+∞

   :( )lim
x

f x
→+∞

= )، \ن  ∞+ )2
lim 1
x

x x
→+∞

+ + = limو  ∞+
x

x
e

→+∞
= +∞  
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)ب. ��Uب                )lim
x

f x
→+∞

)و !�UY�ھ� /����� :  ) ( )2
lim lim 0

x x x

x x
f x x e xe e

→−∞ →−∞
= + + lim، \ن = 0

n x

x
x e

→−∞
= c+n∈ℕ  

       *:���(�)ا��:5:	 ا��@?)	 ا� )f
C  >

 �7 + �رب +��د�U+ �� F0y =    

  )  درا.� ا!��ه ![�� ا�)ا�� ،7C ا���ز A)ول ![��ا!�� : 2


 �ق ��f Jا�)ا��     �%� ��/�)ℝ   ھ�� >��
 �ق ��%� &�
�/�) &�
A ���\2)اء دا�

1
: 1u x x x+ و ֏+

2
:

x
u x e֏   

   	 � �)؛ xو+& أA� =� �)د  ) ( ) ( )2
' 2 1 1

x x
f x x e x x e= + + + )أي أن  + ) ( )2

' 3 2
x

f x x x e= + +  

    	 � �0؛ x/�� أن +& أA� =� �)د 
x

e 
?ن إ��رة <( )'f x 2+& إ��رة
3 2x x+ +  

   	 � ��r أ�< +& أA� =� �)د %�x؛( )( )2
3 2 1 2x x x x+ + = + )و���< إ��رة + )'f x  :	��
�J ا�:�5 ا�� J`�!  

            

  

  

  

  


PاF)ة !��+� ��J ا������&fو+:< ا�)ا�� +] ]; 2−∞ − ،[ [1;− +∞ J�� �+��! �R)�:
]و + ]2; 1− −   

6�ول ا��A)	ات :           

                                                                    

 

  

  

  

                                                               

))  أ .!���& +��د�� �����س 3 )T  :( ) 1 1 1
: '

2 2 2
T y f x f

    = − +    
    

1و /�� أن   7

2 4
f e
  = 
 

1و 15
'

2 4
f e
  = 
 

 

��) أن ا����د��       
15 1

4 8
y e x e= )ھ	 +��د�� �����س  − )T   

)ب. ر.7 ا����س  )T و	ا��:5:( )f
C  :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

+∞            1−                2−             −∞     x  

          +     0        −       0        +  ( )'f x  

+∞            1−                2−             −∞     x  
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+∞                               2
3e

−                     

                 1
e

−                                      0  

( )f x 

(T)(Cf)

-1-2-3-4

2

3

0 1

1

x

y

i
→

j
→
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)ھ	  )f
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Uو ا��y m=  

���    : >��0mو� ): ا����د�� ≥ )E  ل��� �� ! �  
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0 m e
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3 1e m
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m e
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v x e= :>��  و�

        
0
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x x

a a
a
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1

x x x

a a a a
I xe e x e     = − = −       أن B
:F( ),1

1 1
a

aI a e= − − −    


��9P أن 2��/ ��1) �:��ھ& �& ط�4F ا���6+
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a n a nI I a e
+
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0

1

, 1

n x

a n

a

I x e dx
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u x x
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n

u x n x= )و  + )'
x
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v x e=     
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1

n x n x
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a
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+  = − +  )و+:<  ∫ )
0

1

, 1
1

n a n x

a n

a

I a e n x e dx
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+
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2

a
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a a

a
I a e a e= − − − − − 

)و+:<  )2

,2
2 2 2

a
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1
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��Uب  •( )lim
a
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→−∞
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a
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( ) ( )2 2
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a e
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 : نقط( 05التمرين الأول) 
0المعرفة بــ :  nuنعتبر المتتالية العددية  0u  1و 1u ومن أجل كل عدد طبيعيn   2؛ 15 4n n nu u u  

  3uو  2uاحسب (1
1؛   nأ. برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 4 1n nu u   

;1؛   nطبيعي ب. تحقق أنه ومن أجل كل عدد 1n nPGCD u u 

؛   n(   أ. بين أنه من أجل كل عدد طبيعي3
1 4 1
3

n
nu  

14؛   nب. عين من أجل كل عدد طبيعي      1;4 1n nPGCD   

4 )nvهي المتتالية العددية المعرفة بــ : من أجل كل عدد طبيعيn   ؛
1
3n nv u   

 متتالية هندسية ، يطلب تعيين أساسها و حدها الأول nvأ. بين أن       

0التالي :  nSالمجموع nب. عين بدلالة      1 2 3...n nS v v v v  

 7على4nباقي القسمة الاقليدية للعدد  n( أ.عين حسب قيم5

9ب. عين الأعداد الطبيعية التي من أجلها يكون      8nS n7مضاعفا للعدد 

 :   نقط( 04التمرين الثاني) 
 . 6إلى  1قطعة نرد سداسية الشكل، أوجهها الستة مرقمة من  Dنعتبر

1مع  Dخلال رمية واحدة لقطعة النردkاحتمال ظهور الرقم  kpنعتبر     6k   

 تشكل بهذا الترتيب حدود متتابعة  6pو   1p،2p ،3p ،4p ،5pإذا علمت أن:   (1
 qتشكل بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها 1p،2p  ،4pو rمن متتالية حسابية أساسها 

برهن أن :             
21k
kp   

 الذي يرفق بكل رمية مجموع الرقمين الناتجين  Xمرتان متتاليتان و نعتبر المتغير العشوائيDنلقي قطعة النرد  (2
 Xعين قيم المتغير العشوائي  .أ

   Xعين قانون احتمال المتغير العشوائي .ب
 Xجـ. احسب الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي 

 :   نقط( 04التمرين الثالث) 
;المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ;O u v  : 2بحيثu cm  

 T هو التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطةM  لاحقتهاz النقطة ،'M لاحقتها'z        : بحيث 

                                     ' 3 1 1 3z i z i   

  و مركزه  ، زاويتهkتشابه مباشر، يطلب تعيين نسبتهTبين أن  (1
3التي لاحقتها Aنعتبر النقطة  (2 3

4 4
i  

u;و عين قيسا للزاوية Aأحسب الطول      A    

0M، المعرفة بـ : nMنعتبر متتالية النقط  (3 A  ومن أجل كل عدد طبيعيn  :1n nM T M   

   nMلاحقة النقطة nzو لتكن                       

 ، مبرزا كيفية الإنشاء 3Mو  0M  ،1M   ،2Mأنشئ النقط :  .أ

 الشعبة: نهائي رياضيات 
04     الموضوع رقم      علالومحمدالأستاذ :  



2 
 

؛   nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيب .
7

6
02

nin
nz i e z i   

nجـ.  لنضع :  nu z i  وn nv  معn  هي عمدة للعدد المركبnz i  

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساس و الحد الأول لكل منهما  nvمتتالية هندسية يطلب و أن nuبين أن         

بحيث :  nد.  عين أصغر قيمة للعدد الطبيعي  
210nM

 

 في استقامية nMو  A،  التي من أجلها تكن النقط nهـ. عين الأعداد الطبيعية      

   : نقاط( 07التمرين الرابع) 
;المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ;O i j  2بحيثi cm   .k  عدد حقيقي موجب تماما 

I  نعتبر الدالة العدديةkf للمتغير الحقيقيx المعرفة علىℝ   : بــ
1
1

x

k x

kef x x
ke

 

   kfالمنحني الممثل للدالة kCنسمي           

هي حل للمعادلة التفاضلية :   kf(     أ. تحقق أن الدالة 1
22 ' 1 ...y y x E  

   ℝعلى  kfب. استنتج اتجاه تغير الدالة         

lim(  أحسب  2 kx
f x  وlim kx

f x ثم أنجز جدول تغيرات الدالةkf  

 : x(     أ. بين أنه من أجل كل عدد حقيقي3

                  
21 ... 2

1

x

k x

kef x x
ke

و       
21 ... 1

1k xf x x
ke

 

 يطلب تعيين معادلة لكل منهما  'و يقبل مستقيمين مقاربين  kCب. استنتج أن المنحني            

  'و بالنسبة إلى كل منkCجـ. أدرس الوضع النسبي للمنحني            

II   :1نفرض أنk   

 دالة فردية  ، فسر النتيجة بيانيا 1fأ. تحقق أن الدالة    (1

  1Cب. بين أن مبدأ المعلم  نقطة انعطاف للمنحني   
 في مبدأ المعلم   1Cللمنحني  Tجـ. عين معادلة للمماس  

1Cو المنحني Tأنشئ المماس  (2
 

 

1التالية:  xعدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجهول  mعين بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  (3 ...
1

x

x

e m E
e

 

    0و التي تنعدم عند  ℝعلى1f، الدالة الأصلية للدالة  Fنعتبر الدالة (4
    ℝعلى  Fدالة زوجية ، ثم أدرس اتجاه تغير الدالة Fبين أن الدالة .أ

  F، عين عبارة الدالة  2باستعمال العلاقة  .ب
جـ.  احسب بــ 

2cm  المساحة :S 1، مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيC  

 0yو  0x    ،1xو المستقيمات ذات المعادلات:                    

       

 

 

 انتهى
 

 



3 
 

 

 

   : التمرين الأول 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 :  3uو 2uحساب (1
2 إن 1 05 4u u u  0و بما أن 0u  1و 1u  2فإن 5u 

3و 2 15 4u u u  1و بما أن 1u  2و 5u  3فإن 21u 

1؛  nأ. نبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2 4 1n nu u   : بالتراجع الاستدلالنستعمل 
0n  :1من أجل  1     04 1u u  0محققة ، لأن 0u 1و 1u 

1عدد طبيعي معطى؛  لنفرض أن  nليكن 2     4 1n nu u  2و لنبرهن أن 14 1n nu u 

2لدينا         15 4n n nu u u 1و بما أن فرضا 4 1n nu u 14فإن 1n nu u 2ومنه 1 15 1n n nu u u 

2وعليه      14 1n nu u . 

1؛  nأنه من أجل كل عدد طبيعي  ينتج 2و  1من   4 1n nu u . 

1؛  nب. بما أنه من أجل كل عدد طبيعي  4 1n nu u  فإن من أجل كل عدد طبيعيn  11؛ 4 1n nu u 

;1أوليان فيما بينهما أي أن  1nuو  nuوعليه حسب مبرهنة بيزو فإن     1n nPGCD u u 

؛  nأ. نبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  (3
1 4 1
3

n
nu نستعمل الاستدلال بالتراجع  : 

0n  :0من أجل  1      
0

1 4 1 0
3

u  0محققة ، لأن 0u  

عدد طبيعي معطى؛  لنفرض أن  nليكن 2     
1 4 1
3

n
nu  1و لنبرهن أن

1
1 4 1
3

n
nu 

1بما أن          4 1n nu u  وفرضا
1 4 1
3

n
nu 1، فإن

14 4 1 1
3

n
nu 1ومنه

1
1 4 4 1
3

n
nu  

1وعليه       
1

1 4 4 3
3

n
nu  1و بالتالي

1
1 4 1
3

n
nu 

؛  nأنه من أجل كل عدد طبيعي  ينتج 2و  1من  
1 4 1
3

n
nu 

 الشعبة: نهائي رياضيات 
    علالومحمدالأستاذ :  

 الموضوع رقمتصحيح  

 : تعلمهما يجب أن  
) :الاستدلال بالتراجع  (1 )P n  خاصية متعلقة بعدد طبيعيn ،0n . عدد طبيعي 

)للبرهان على صحة الخاصية )P n من أجل كل عدد طبيعيn 0أكبر من أو يساويn : يكفي ، 

)أي  0nنتأكد من صحة الخاصية من أجل  .1 )0P n. 

 ) فرضية التراجع(   0nأكبر من أو يساوي nنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي .2
  +1nو نبرهن صحة الخاصية من أجل     

   حيث   vو uأوليين فيما بينهما إذا و فقط إذا وجد عددان صحيحان  bو aان صحيحانيكون عددمبرهنة بيزو :  (2
                                          1au bv+ = 

)نقول أن المتتالية هندسية:تعريف متتالية  (3 )nu 0حدها الأول هندسيةمتتاليةu و أساسهاq (حيثℝ∗ ∈ q ) 

n : 1nإذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي                           nu u q  
)إذا كانتمجموع حدود متتابعة من متتالية هندسية :  (4 )nu  {𝟏}−ندسية أساسهاهمتتالية ℝ∗ ∈ q  فإن 

   S   : مجموع حدود متتابعة منها يحسب بــ
𝟏−𝐪عددالحدود

𝟏−𝐪
 S =)الحد الأول من المجموع(  × 

04
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؛  nب. بما أن من أجل كل عدد طبيعي 
1 4 1
3

n
nu فإن من أجل كل عدد طبيعيn  3؛ 4 1n

nu1و
13 4 1n

nu 

1وعليه     
14 1;4 1 3 ;3n n

n nPGCD PGCD u u  1ومنه
14 1;4 1 3 ;n n

n nPGCD PGCD u u 

;1و بما أن     1n nPGCD u u  14فإن 1;4 1 3n nPGCD 

؛  nأ. من أجل كل عدد طبيعي   (4
1
3n nv u  1إذن 1

1
3n nv u  1و بما أن 4 1n nu u  1فإن

14 1
3n nv u 

1وعليه 
44
3n nv u 1ومنه

14
3n nv u  1أي أن 4n nv v  متتاليةالو بالتاليnv  4أساسهاهندسيةq 

0و حدها الأول  0
1
3

v u  0و بما أن 0u0فإن
1
3

v 

3هو مجموع nSإن  .ب 1nحد متتابع من المتتالية الهندسيةnv  3وعليه 10 1
1

n
n

vS q
q

 

3ومنه  1

1
3 1 4
3

n
nS  3أي أن 11 4 1

9
n

nS 

 7على 4n، باقي القسمة الاقليدية للعدد nأ . تعيين حسب قيم العدد الطبيعي (5
0n  :04:  لماالتخمين  1 1n  :14، لما 7 4 2n  :24، لما 7 2 3n  :34، لما 7 1 7 

k   :34من أجل كل عدد طبيعي:التعميم  1 7k   ،3 14 4 7k   ،3 24 2 7k 

9التي من أجلها يكونnتعيين الأعداد الطبيعية ب.  8nS n 7عددمضاعفا لل : 

9 8nS n 9إذا وفقط إذا كان  7مضاعفا للعدد 8 0 7nS n 

3بما أن      11 4 1
9

n
nS  3فإن 19 4 1n

nS  8و بما أن 1 8فإن  7 7n n  3ومنه 19 8 4 1 7n
nS n n 

3التي من أجلها يكونnو عليه يكفي إيجاد الأعداد الطبيعية     14 1 0 7n n 3السابق، بما أن حسب التعميم 14 4 7n 

3التي من أجلها يكونnفإنه يكفي إيجاد الأعداد الطبيعية     0 7n 3أي أن 7n 4ومنه 7n  

7ينتج أن       4n  عدد طبيعي.مع 

   : الثانيالتمرين  
 

 

 

 

 فإن  rحسابية أساسهاشكل بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية  6pو1p ،2p ،3p ،4p  ،5pبما أن  (1
   2 1p p r ،3 1 2p p r ،4 1 3p p r ،5 1 4p p r  6و 1 5p p r 

1ونعلم أن   2 3 4 5 6 1p p p p p p  16إذن 15 1p r  

فإن qتشكل بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها 4pو 1p ،2pمن جهة أخرى 
2

2 1 4p p p 

و عليه  
2

1 1 1 3p r p p r  2ومنه 2 2
1 1 1 12 3p p r r p p r  1ينتج أن 0r p r 

1p) مرفوض (  أو 0rومنه   r 6و بالتالي 15 1r r 21أي أن 1r  ومنه
1
21

r 

1إذن 
1
21

p  ،2
2
21

p ،3
3  
21

p ،4
4  
21

p ،5
5  
21

p  6و
6  
21

p  

  ما يجب أن تعرفه : 
)نقول أن المتتالية تعريف متتالية حسابية : (1 )nu0متتالية حسابية حدها الأولu و أساسهاr (r  ) عدد حقيقي 

n:  1nإذا وفقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي                           nu u r  

2bأعداد حقيقية متتابعة من متتالية هندسية فإن cو a،bإذا كانت  الوسط الهندسي : (2 a c 
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  2 ) 

 :  Xأ. تعيين قيم المتغير العشوائي 

  إمكانية للجداء،  تلخص في الجدول التالي : 36مرتين متتاليتين نتحصل على Dعند ألقاء القطعة     

                                                             :  Xوعليه مجموعة قيم المتغير العشوائي 

2;3;4;5;6;8;9;10;11;12X
 

 

 

 

 

 :  Xب. تعيين قانون احتمال العشوائي 

   
1 1 12
21 21 441

p X   ،
1 2 43 2
21 21 441

p X   ،
21 3 2 104 2

21 21 21 441
p X 

    
1 4 2 3 205 2 2
21 21 21 21 441

p X  ،
21 5 2 4 3 56 2 2

21 21 21 21 21 63
p X 

1 6 3 4 2 5 87 2 2 2
21 21 21 21 21 21 63

p X،
22 6 3 5 4 108 2 2

21 21 21 21 21 63
p X 

3 6 4 5 769 2 2
21 21 21 21 441

p X ،
24 6 5 7310 2

21 21 21 441
p X 

5 6 2011 2
21 21 147

p X  ،
26 3612

21 441
p X 

 لنلخص النتائج في الجدول التالي : 

12 11 10 9 8  7  6  5  4  3  2 iX x 

36
441

 
20

147
 

73
441 

76
441

 
10
63

 
8
63

 
5
63

 
20
441

 
10
441

 
4

441
 

1
441

 ip X x 

Eجـ. حساب الأمل الرياضياتي X: 

2 12 40 100 30 56 80 684 730 220 432
441 441 441 441 63 63 63 441 441 147 441

E X ومنه
26
3

E X 

   : الثالثالتمرين  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

6  5  4   3   2    1  

 7  6  5   4   3    2   1 
8  7  6   5   4   3   2 
9 8  7   6   5   4   3 

10 9  8  7   6   5   4 

11 10 9  8  7   6   5 

12 11 10  9  8   7   6 

  ما يجب أن تعرفه : 

z'تحويل نقطي كتابته المركبة   (1 az b= +  :   a  وb عددان مركبان حيث ℝ∗ −  ℂ ∈a. 

z'تحويلا نقطيا من المستوي المركب له كتابة مركبة من الشكل   Tإذا كان       a z b=  تشابه مباشر S، فإن  +

)حيث  q، زاويته  aنسبته                 )Arg aq بحيث  Wو مركزه  =
1

bz
aW =

-
  

 ، يرفق بكل نقطة Wو مركزه qو زاويته  kتشابه مباشر نسبته Sإذا كانالعبارة المركبة للتشابه المباشر :   (2
           ( )M z النقطة ،( )' 'M z  : فإن( )' iz z ke z zq

W W- = -
 

 فإن: Czو Az ،Bzنقط متمايزة من المستوي المباشر لاحقتها على الترتيب CوA، Bإذا كانت (3
B .أ AAB z z= -، (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)Arg = (𝑢⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
𝝅= k  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ في استقامية إذا وفقط إذا كان CوA، Bالنقط  .ب  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

 
 عدد صحيح kمع

 ثلاثة أعداد صحيحة غير معدومة .  cو a  ،b:  مبرهنة قوص  (4
bيقسم الجداء  aإذا كان              c  و كانa  أوليا معb  فإن ،a يقسمc    .
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z'معطى بعبارته المركبة من الشكل  Tالتحويل النقطي (1 a z b3معa i 1و 1 3b i   

7،زاويته  2kتشابه مباشر نسبتهTفإن  2aبما أن 
6

Arg a  لأن

3cos
2
1sin

2

 

لاحقته و مركزه 
1 1 3

1 1 3

ibz
a i

و منه 
1 1 3 1 3

1 3 1 3

i i
z

i i
zأي أن   i 1;0إذن 

AA(  إن 2 z z 3ومنه 1
4 4

A i  1أي أن
2

A  و; Au A Arg z z  و منه
3 1;

4 4
u A Arg i 

;إذن     '
6

u A  لأن

3cos '
2
1sin '

2

  

 مع توضيح كيفية الإنشاء في أخر حل التمرين3Mو0M،1M ،2M(  أ. إنشاء النقط 3

؛  nب. نبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي     
7

6
02

nin
nz i e z i  مع .nzهي لاحقة النقطةnM 

0n  :0من أجل  1             0
0 02 iz i e z i  0محققة ، لأن 0z i z i 

معطى ، نفرض أن nمن أجل عدد طبيعي 2           
7

6
02

nin
nz i e z iو لنبرهن أن ،

7 1
1 6

1 02
n

in
nz i e z i 

1nبما أن                   nM T M  فإن
7
6

1 2
i

n nz z e z z  أي أن
7
6

1 2
i

n nz i e z i 

و بما أن فرضا         
7

6
02

nin
nz i e z i  فإن

7 7
6 6

1 02 2
ni in

nz i e e z i  ومنه
7 1

1 6
1 02

n
in

nz i e z i 

؛  nطبيعيمن أجل كل عدد  ينتج 2و1من      
7

6
02

nin
nz i e z i   

 متتالية هندسية :nuنبين أن  1جـ.  

n؛  nمن أجل كل عدد طبيعي  : الطريقة الأولى nu z i  و بما أن
7

6
02

nin
nz i e z i

 

02n فإن 
nz i z i  0و بما أن

1
2

z i A  فإن
1 2
2

n
nz i  12ومنهn

nu  1و بالتالي 2n nu u 

 2qهندسية أساسها متتاليةnuوعليه        

1nعدد طبيعي ، بما أنnليكن  : ثانيةالطريقة ال  nM T M  فإن
7
6

1 2
i

n nz i e z i 
1ومنه  2n nz i z i  1وعليه 2n nu u ومنهnu2هندسية أساسها متتاليةq 

 متتالية حسابية :  nvنبين أن 2

n  ،n: من اجل كل عدد طبيعي الطريقة الأولى     nv Arg z i  وبما أن
7

6
02

nin
nz i e z i

 

0فإن 
7

6n
nArg z i Arg z i  0و بما أن ;

6
Arg z i u A  فإن

7
6 6n
nArg z i 

ومنه    
7

6 6n
nv  1و عليه

7 1
6 6n

n
v  1ينتج أن

7
6n nv v و باتاليnv متتالية حسابية أساسها

7
6

r 

1nعدد طبيعي ، بما أن  nليكن  : الطريقة الثانية  nM T M  فإن
7
6

1 2
i

n nz i e z i  

1ومنه         
7
6n nArg z i Arg z i  1وعليه

7
6n nv v  و بالتاليnv متتالية حسابية أساسها

7
6

r 
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210nzمعناه  210nMد.    i  210أي أنnu  1ومنه 22 10n  1إذن 2ln 2 ln10n  21ينتج أن ln 2 ln10n 

وعليه           
2ln101

ln 2
n  و بالتالي

2ln10 1
ln 2

n 7,64أي أنn  و بما أنn  عدد طبيعي فإن أصغر عدد 

  8هو  210nMطبيعي يحقق              

;في استقامية إذا وفقط إذا كان nMو  A،  هـ.  النقط  nA M k مع∈ ℤ  k   

في استقامية إذا وفقط إذا كان nMو  A،  ومنه         
0

nz iArg k
z i

∋مع    ℤ  k     

0بما أن     
7

6n
nArg z i Arg z i   0فإن

7
6n
nArg z i Arg z i   ومنه

0

7
6

nz i nArg
z i

  

في استقامية إذا وفقط إذا كان nMو  A،  و عليه      
7

6
n k   مع∈ ℤ  k     

7في استقامية إذا وفقط إذا كان nMو  A،  ينتج        6n k  7يقسم  6،  ينتج أنn 7أولي مع  6بما أن  

 عدد طبيعي  مع  6nومنه   nيقسم  6فإن         

 عدد طبيعي مع   6nفي استقامية إذا وفقط إذا كان nMو  A،  و بالتالي                

 مع توضيح كيفية الإنشاء : 3Mو  0M،1M ،2Mإنشاء النقط  
0بما أن   : 0Mإنشاء النقطة  1

1
2

M 0و;
6

u M  0فإنM التي مركزها هي نقطة تقاطع الدائرة  

و  نصف قطرها    
1
2

;بحيث wو الموجه بالشعاع  و نصف المستقيم الذي مبدأه النقطة 
6

u w  

1:  بما أن  1Mإنشاء النقطة  2    0M T M  1فإن 02 1M M  0و 1
7;
6

M M 

2:  بما أن  2Mإنشاء النقطة  3     1M T M  2فإن 12 2M M  1و 2
7;
6

M M 

3:  بما أن  3Mإنشاء النقطة  4     2M T M  3فإن 22 4M M  2و 3
7;
6

M M  

  

 

 

 
 

    
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

0 1

1

x

y

u

v

O

b

w

M1
M0

M2

M3
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   :الرابعالتمرين  
I 

معناه  Eحل للمعادلة التفاضلية kfأ.     (1
2

2 ' 1k kf x f x x 

 هما : ℝلأنها مجموع دالتين قابلتين للاشتقاق على ℝ قابلة للاشتقاق على kfإن الدالة   

      x x و
1
1

xkex
ke

2؛   xو من أجل كل عدد حقيقي 

1 1
' 1

1

x x x x

k x

ke e ke e
f x

e
 

2أي أن     
2' 1

1

x

k x

kef x
ke

ومنه  
2 2

2
1'
1

x

k x

k ef x
ke

إذن 
2 2

2

2 1
2 ' ... 1

1

x

k x

k e
f x

ke
  

من جهة أخرى :   

2
2

2

1
1 1

1

x

k x

ke
f x x

ke
أي أن  

2 2
2

2

1 1
1

1

x x

k x

ke ke
f x x

ke
 

ومنه    
2 2

2

2
2 21
1

x

k x

k ef x x
ke

إذن 
2 2

2

2

2 1
1 ... 2

1

x

k x

k e
f x x

ke
  

ينتج أن  2و 1من   
2

2 ' 1k kf x f x x و بالتاليkf حل للمعادلة التفاضليةE  

 :  ℝ على kfب. استنتاج اتجاه تغير الدالة 

؛   xلدينا من أجل كل عدد حقيقي       
21' 1

2k kf x f x x  

؛   xو بما أن من أجل كل عدد حقيقي     
2

0kf x x فإن من أجل كل عدد حقيقيx   ؛' 0kf x   

   ℝمتزايدة تماما على kfو عليه الدالة       

limأ. لدينا        (2 kx
f x   ؛ لأنlim

x
xو

0

1 1lim lim 1
1 1

x

xx t

ke t
ke t

 (  .lim 0x

x
ke ) 

limب.        kx
f x ؛ لأنlim

x
xو

1 1lim lim 1
1 1

x

xx t

ke t
ke t

 (  .lim x

x
ke ) 

 جدول التغيرات :   جـ.     
 
 

 

 

لدينا : عدد حقيقي xليكن ( أ . 3
1 2

1

x x

k x

ke kef x x
ke

ومنه
1 2
1 1

x x

k x x

ke kef x x
ke ke

 

أي أن       
21

1

x

k x

kef x x
ke

 )  تقبل كل طريقة أخرى صحيحة(   

عدد حقيقي لدينا : xليكن  
2 1 21

1 1

x

x x

kex x
ke ke

ومنه 
2 11

1 1

x

x x

kex x
ke ke

 

أي أن       
21

1 kxx f x
ke

 )  تقبل كل طريقة أخرى صحيحة(    

؛ xبما أنه من أجل كل عدد حقيقي 1ب.  
21

1k xf x x
ke

و  
2lim 0

1 xx ke
 يقبل عند  kCفإن المنحني  

1yمعادلته  مستقيم مقارب مائل                x 

                   x 

             'kf x 

 

                      

 kf x 
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؛ xبما أنه من أجل كل عدد حقيقي 2      
21

1

x

k x

kef x x
ke

و  
2lim 0

1

x

xx

ke
ke

 يقبل عند  kCفإن المنحني  

1yمعادلته  'مستقيم مقارب مائل                x 

؛ xمن أجل كل عدد حقيقي:  بالنسبة إلى kCدراسة وضعية 1جـ. 
21

1k xf x x
ke

   

؛ xمن أجل كل عدد حقيقيبما أن              
2 0

1 xke
1؛ xمن أجل كل عدد حقيقي ( فإن 0k) لأن    0kf x x  

 يقع أعلى المستقيم kCو بالتالي المنحني             

؛ xمن أجل كل عدد حقيقي:  'بالنسبة إلى kCدراسة وضعية 2        
21

1

x

k x

kef x x
ke

   

؛ xمن أجل كل عدد حقيقيبما أن              
2 0

1

x

x

ke
ke

1؛ xمن أجل كل عدد حقيقي ( فإن 0k) لأن   0kf x x  

  'يقع أسفل المستقيم kCو بالتالي المنحني             

          II   

1أ.  إن  (1
1
1

x

x

ef x x
e

 

1و لدينا: x؛ xمن أجل كل عدد حقيقي    

111
11 1

x x

x

x

e ef x x x
e

e

1ومنه 
1
1

x

x

ef x x
e

  

1أي أن      
1
1

x

x

ef x x
e

1وعليه  
1
1

x

x

ef x x
e

1أي أن  1f x f x 1إذنf دالة فردية 

 1C: مبدأ المعلم هو مركز تناظر للمنحني  التفسير الهندسي       

؛   xب.  من أجل كل عدد حقيقي        
1 2

2' 1
1

x

x

ef x
e

 

؛  xومن أجل كل عدد حقيقي ℝقابلة للاشتقاق على f'1الدالة     
2

1 4

2 1 2 1 2
''

1

x x x x x

x

e e e e e
f x

e
  

؛  xأي أنه من أجل كل عدد حقيقي     
1 3

2 1
''

1

x x

x

e e
f x

e
2؛  x. بما أن من أجل كل عدد حقيقي 0xe و

3
1 0xe

 
f''1فإن إشارة       x  1من إشارةxe

  

f''1و بالتالي تعطى إشارة  x   : على النحو التالي 

   

1Cنقطة انعطاف للمنحني و عليه مبدأ المعلم هو
 

  

1C  :1للمنحني Tجـ. تعيين معادلة للمماس      1: ' 0 0T y f x f  ومنه
1:
2

T y x 

 :  1Cو المنحني T( إنشاء المماس2

 
               

 

 

 

 

        0         x 

          0     1''f x 

(T)
(C1)

2 3-1-2-3

2

-1

-2

0 1

1

x

y

i

j
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تكافئ E( لدينا 3
1
1

x

x

e m
e

تكافئ Eومنه  
1
1

x

x

ex x m
e

  

yالمعرف بالمعادلةmو المستقيم  1Cالمنحنيهي فواصل نقط تقاطع Eو بالتالي حلول المعادلة  x m 

 لا تقبل حلول E؛ المعادلة 1mأو 1mومنه : لما 

1لما          0m للمعادلة حل وحيد موجب ، 

 ، للمعادلة حل وحيد معدوم 0mلما        

0لما         1m   للمعادلة حل وحيد سالب ، 

1فإن  0و التي تنعدم عند ℝ على1fهي الدالة الأصلية للدالة F(  بما أن 4
0

x

F x f t dt 

 دالة زوجية : Fنبين أن الدالة  .أ

𝑥−؛ xمن أجل كل عدد حقيقي  ∈ ℝ  1و لدينا
0

x

F x f t dt  لنضع ،t y  نجدdt dy 

tو لما  0t  :0yو لما   x  :y x وعليه
1

0

y

F x f y dy  1و بما أن الدالةf دالة فردية 

y  :1فإن من أجل كل عدد حقيقي  1f y f y  1ومنه
0

y

F x f y dy و بالتاليF x F x 

 دالة زوجية  Fو عليه الدالة  

 :  ℝعلى  Fدراسة اتجاه تغير الدالة 
F'1؛  xكل عدد حقيقي  فإن من أجل ℝ على 1fهي دالة أصلية للدالةFبما أن الدالة    x f x 

 نستنتج أن :  1fو من خلال التمثيل البياني للدالة    

0x  :1;لما    0f x   0;أي أن لماx  :' 0F x   

x  :1;0لما    0f x   0أي أن لما;x  :' 0F x   

   0;و متناقصة تماما على ;0متزايدة تماما على المجال Fو بالتالي الدالة        

1؛  xمن أجل كل عدد حقيقي : بما أن  Fتعيين عبارة الدالة  .ب 1 2
1

x

x

ef x x
e

  

و عليه     
0

1 2
1

x t

t

eF x t dt
e

ومنه  
0 0

1 2
1

x x t

t

eF x t dt dt
e

 

21و بما أن الدالة  
2

t t t  1هي دالة أصلية للدالةt t 2وعليه 2

00

1 11
2 2

xx

t dt t t x x 

كذلك الدالة  
1

t

t

et
e

هي من نمط  
'u t

t
u t

lnفإن الدالة   1tt e  دالة أصلية لها 

و عليه  
0

0

ln 1 ln 1 ln 2
1

x t xt x
t

e dt e e
e

21و منه   2 ln 1 ln 2
2

xF x x x e 

21أي أن          2ln 1 ln 4
2

xF x x x e 

جـ. إن 
1

2
1

0

4S f x dx cm  و بما أنF 1دالة أصلية للدالةf على ℝ  فإن       

2 21 2ln 1 ln 4 4
2

xS x x e cm  2أي أن 22 4 8ln 1 4ln 4xS x x e cm 
 انتهى
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 نقط 04(التمرين الأول( :  

 
n  1عدد طبيعي أآبر من   

  نسحب من هذا الصندوق عشوائيا . آلها متمايزة عند اللمس . آرة بيضاء  nآرات سوداء و3يحتوي صندوق على   
  و في آن واحد آرتين         

 :احتمال الحصول  nاحسب بدلالة  )1
 آرتين من لونين مختلفين  . أ
  آرتين من نفس اللون   . ب

  آرة سوداء على الأقل.  جـ  
  المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب ، عدد الكرات السوداء المسحوبة   Xليكن)  2

  ،ثم عرف قانون احتماله  Xعين قيم المتغير العشوائي. أ          
الأمل الرياضياتي  nاحسب بدلالة. ب          E X للمتغير العشوائيX   

حتى يكون  nعين العدد الطبيعي. جـ           1E X   

  Xللمتغير العشوائيالانحراف المعياري  المعينة ، أحسب nمن أجل قيمة.   د        
 نقط 04(التمرين الثاني(   : 
المعادلة 2نعتبر في المجموعة  )1 E ذات المجهول ;x y التالية   : 91 10 1 ...x y E  

تحقق من وجود حلول للمعادلة   . أ E 2في المجموعة  

ين حلا خاصا للمعادلةباستعمال خوارزمية إقليدس ع  . ب E  ثم استنتج حلا خاصا للمعادلة ، 'E ذات المجهول 

         ;x y التالية   : 91 10 412 ... 'x y E    

حل المعادلة . جـ  'E  

23، العدد  nطبيعي بين أنه من أجل آل عدد )2 1n
nA    8مضاعف للعدد  

المعادلة 2نعتبر في المجموعة  )3 ''E ذات المجهول ;x y التالية   : 3 2 3296 ... ''A x A y E  

عين الثنائيات   . أ ;x y حلول المعادلة ''E  

بين أن المعادلة  . ب ''E  تقبل حلا وحيدا 0 0;x y من الأعداد الطبيعية يطلب تعينه 

 نقط 05(التمرين الثالث(   : 
 المعلم المتعامد و المتجانس المستوي المرآب منسوب إلى ; ;O u v

 
2وحدة الرسم   .    cm   

2Az: على الترتيب  هاالتي لاحقت Cو A ، B نعتبر النقط    i  ، 3 2Bz i  1وCz i  ليكنT  التحويل

' : بحيث  z'لاحقتهاM'، النقطة  zلاحقتها  Mالنقطي  الذي يرفق بكل نقطة 2 2z z i     
 . Tي على الترتيب بالتحويل النقط Cو A ، Bآل من  رصو C'وA ، 'B'النقط قاتعين لاح. أ      )1

  . C'وA ، 'B'و Cو A  ،Bعلم النقط . ب       
  .تحويلين نقطيين بسيطين يطلب تحديدهمالهو ترآيب  Tبين أن) 2
على المستقيم  Mبين أنه لما تتغير النقطة ) 3   2الذيy    فإن النقطة  ،لهمعادلة'M على  تتغير آذلك    

'؛  zلاحقتها  Mبين أنه من أجل آل نقطة )4 2i 2 2z z i    فسر النتيجة هندسيا ، 

2zعمدة للعدد المرآب، نعتبر العدد الحقيقي Aمتمايزة عن Mمن أجل آل نقطة  )5 i  
 فسر هندسيا العدد   . أ
'، عمدة للعدد المرآب استنتج بدلالة   . ب 2z i 
بين أن العدد المرآب. جـ  2 ' 2z i z i  تماما البهو عدد حقيقي س  

نهائي رياضيات : الشعبة  
05   الموضوع رقمعلالومحمد : الأستاذ 
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ما قولك حول نصفي المستقيمين. د     AM و 'AM  ؟ برر إجابتك  

  M'باستعمال المعلومات المحصل عليها أعله ، اقترح طريقة لإنشاء النقطة . و   
 نقاط 07(التمرين الرابع( :   

          I  نعتبر الدالة العدديةfالمعرفة على 1;   بــ :  1 xf x x e  . وليكن fC تمثيلها البياني في  

إلى المعلم المتعامد و المتجانس  المستوي المنسوب        ; ;O i j
 

    

 بقيم أآبر 1عندfأدرس قابلية اشتقاق الدالة . أ    )1
  فسر بيانيا النتيجة المحل عليها. ب     

أحسب)  2 lim
x

f x


  ، ثم فسر النتيجة بيانيا 

  ، ثم أنجز جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة )  3
نعتبر المستقيم)  4   المعرف بالمعادلةy x   

بين أن          يقطع المنحني fC في نقطة وحيدة فاصلتها 1 حيث
;

2
      

1، ثم تحقق أن  
1

2
   

عين معادلة للمماس. أ) 5   T للمنحني fC في النقطةA  ذات الفاصلة صفر  

أرسم المماس . ب       T  ،المستقيم  و المنحني fC   

1؛ xبين أنه من أجل آل عدد حقيقي. أ )   6 xx e    

من المجال xاستنتج أنه من اجل آل عدد حقيقي. ب        1;   ؛  2

x

f x e


  

1عدد حقيقي حيث  نعتبر)  7  و لتكن ، S  مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني fC  و المستقيمات  

1x :معادلاتهاالتي           ،x   0وy  : بين أن          2
0 S

e
   

 II  ليكنn عدد طبيعي غير معدوم ،  نعتبر الدالة العدديةnfة علىالمعرف 1;   بــ :  1
x

n
nf x x e


  .  

وليكن               nC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ;O i j
 

    

بين أن جميع المنحنيات )1 nC تمر من نقطتين ثابتتين يطلب تعيين إحداثيتيهما 

غير معدوم ؛ المنحنيات nبين أنه من أجل آل عدد طبيعي. أ )2 nC  تقبل مماسا يوازي حامل محور الفواصل 

  nفاصلتها  nMفي نقطة         

أدرس طبيعة المتتالية العددية . ب n  

أدرس الوضع النسبي للمنحنيين ) 3 nC و 1nC   

نضع ) 4
1

1

1I x dx


   و من أجل آل عدد طبيعيn غير معدوم : 
1

1

n nA f x dx


   

   Iأحسب العدد الحقيقي. أ          

غير معدوم ؛  nبين أنه من أجل آل عدد طبيعي. ب      
1 1

1 1n ne e


    

من المجال xاستنتج ـنه من أجل آل . جـ        1; 1   ؛
1

1 1
x

n ne e

   

:  بين أن  .  د        
14 2

1
3

n
nA I e

 
   

 
، ثم استنتج أن المتتالية  nA  متقاربة 

 انتهى                                                                
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  بما أن السحب يتم في آن واحد فإننا نوظف التوفيقات وعليه عدد الحالات الممكنة هو :   التمرين الأول 

                       
 

   
 

2
3

3 ! 3 2 1 !

2! 1 ! 2 1 !n

n n n n
C

n n

   
 

 
وعليه  

  2
3

3 2

2n

n n
C 

 
  

حساب. أ )1 p A  حيثA الحصول على آرتين من لونين مختلفين ": هو الحدث" 

1هو  Aعدد الحالات المواتية للحدث      1
3 3nC C n   ومنه       

3 6
3 2 3 2

2

n n
p A

n n n n
 

   
  

حساب. ب p B  حيثB الحصول على آرتين من نفس اللون ": هو الحدث"   

هو  Bعدد الحالات المواتية للحدث         
 

2 2
3

!
3

2! 2 !n

n
C C

n
  


أي أن    

 
2 2
3

1 2 !
3

2 2 !n

n n n
C C

n

 
  


         

ومنه          
  2

2 2
3

1 6
3

2 2n

n n n n
C C

  
    وعليه       

2

2
6

62
3 2 3 2

2

n n
n n

p B
n n n n

 
 

 
   

  

حساب. جـ     p C  حيثC الحصول على آرة سوداء على الأقل ": هو الحدث"   

هو  Cعدد الحالات المواتية للحدث         
 

2 1 1
3 3

!
3 3

1! 1 !n

n
C C C

n
   


أي أن   

 
2 1 1
3 3

3 1 !
3

1 !n

n n
C C C

n


   


         

2ومنه           1 1
3 3 3 3nC C C n    وعليه       

3 3 6 6
3 2 3 2

2

n n
p C

n n n n

 
 

   
.  

 :   0،  1،  2 :هي  Xقيم المتغير العشوائي. أ  )2
  لنعين قانون احتمال المتغير العشوائيX     : 

)1(   
2

2
3

0 n

n

C
p X

C 

   و بما أن   
 

 2 1 2 ! 1

2 2 ! 2n

n n n n n
C

n

  
 


فإن     

  
1

0
3 2

n n
p X

n n


 

 
 

)2(   
1 1
3

2
3

1 n

n

C C
p X

C 


   1و بما أن 1

3 3nC C n   فإن    
6

1
3 2

n
p X

n n
 

 
 

)3(  
2
3

2
3

2
n

C
p X

C 

   2و بما أن
3 3C   فإن    

6
2

3 2
p X

n n
 

 
 

         2            1          0   iX x  

  
6

3 2n n 
  

  
6

3 2

n

n n 
 

  
1

3 2

n n

n n


 

   ip X x 

الأمل الرياضياتي nحساب بدلالة. ب E X  :  

لدينا          
        

1 6 6
0 1 2

3 2 3 2 3 2

n n n
E X

n n n n n n

     
                         

ومنه      
6 12

3 2

n
E X

n n




 
     

. جـ  1E X  إذا وفقط إذا آان
  

6 12
1

3 2

n

n n




 
ومنه    1E X  2إذا وفقط إذا آان 6 0n n    

2إن مميز المعادلة       6 0n n   25هو   1ومنه الحلين هما 3n  2و 2n    أن و بماn  عدد طبيعي  
فإن       1E X  3إذا وفقط إذا آانn   

نهائي رياضيات : الشعبة  
علالومحمد : الأستاذ 
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3nمن أجل . د  قانون احتمال المتغير العشوائي ،X يعطى على النحو التالي                                                
والأمل الرياضياتي هو   1E X                   

  حساب التباين V X : إن      22V X E X E X   

لنحسب    2E X  : إن 2 2 2 21 3 1
0 1 2

5 5 5
E X                

     
ومنه  2 7

5
E X   

ومنه     7
1

5
V X    إذن  2

5
V X   

 حساب الانحراف المعياري :إن  V X  2ومنه

5
   10أي أن

5
   

  الثانيالتمرين :     
بما أن  . أ   )1 91 10 9 1   و بالتالي حسب مبرهنة بيزو المعادلة10 أولي مع 91فإن  E2تقبل حلولا في المجموعة 

بما أن . ب 91 10 9 1   فإن   91 1 10 9 1    ومنه الثنائية 1; 9 حل خاص للمعادلة E 

 استنتاج حل خاص للمعادلة 'E : 

بما أن    91 1 10 9 1    فإن   91 412 10 3708 412   ومنه الثنائية 412; 3078 ص للمعادلة حل خا 'E  

تعيين حلول المعادلة.  جـ 'E  : 91لدينا 10 412x y  و   91 412 10 3708 412     

إذن        91 10 91 412 10 3708x y     ومنه     91 412 10 3708 ...x y      يقسم10وعليه  91 412x   

يقسم 10فإنه حسب مبرهنة قوص 10 أولي مع 91و بما أن      412x   412ومنه 10x k   معk  

10أي أن       412x k   معk   و بالتعويض في المعادلة   91نجد 3708y k    معk   

في المعادلة المعطاة yو xبالعكس بتعويض     'E  نجد   91 10 412 10 91 3708 412k k     محققة  

وعليه حلول المعادلة    'E هي الثنائيات المرتبة 10 412; 91 3708k k    معk   

مع بما أن  )1 23 1 8 فإنه من أجل آل عدد طبيعي n  ؛   23 1 8
n n ومنه من أجل آل عدد طبيعي n  

غير معدوم؛       23 1 8n  من أجل آل عدد طبيعيو بالتالي n   ؛ 0 8nA    

فإن 8من مضاعفات 3Aو 2Aبما أن آلا من. أ   )2 ''E  91تكافئ 10 412x y   أي أن ''E  تكافئ 'E 

وعليه حلول المعادلة       ''E هي الثنائيات المرتبة 10 412; 91 3708k k    معk   

المعادلة .  ب  ''E تقبل حل 0 0;x y 0 من الأعداد لطبيعية معناه 0x  0و 0y    

0بما أن  و       10 412x k  0و 91 3708y k   0فإن 0x  0و 0y   10تكافئ 412 0k   91و 3708 0k    
0ومنه       0x  0و 0y   10تكافئ 412 0k   91و 3708 0k    

0وعليه               0x  0و 0y   206تكافئ 3708

5 91
k    بما أنوk   41فإنk     

وحيدة من الأعداد الطبيعية التي هي حل للمعادلةينتج أنه توجد ثنائية            ''E هي 2;23   

     الثالثالتمرين :     
. أ )1 'A T A  معناه' 2 2AAz z i   ومنه ' 2 2 2Az i i    نجد' 2Az i   

    'B T B  معناه' 2 2BBz z i   ومنه ' 2 3 2 2Bz i i     نجد' 6 2Bz i     

   'C T C  معناه' 2 2CCz z i   ومنه ' 2 1 2Cz i i     نجد' 2 4Cz i     

لاحظ أن   T A A تعني أن النقطةA  نقطة صامدة بالتحويل النقطيT  

  في نهاية حل التمرين  C'وA ، 'B'و Cو A  ،Bتعليم النقط .  ب
و Aومرآزه النقطة  2الذي نسبتهالتحاآي  hنعتبر)  2 oxS ور الفواصل التناظر المحوري بالنسبة إلى حامل مح  

2   1   0   iX x  

 1

5
   3

5
   1

5
   ip X x 
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لنبرهن أن         ox oxT h S S h    :  

 لنبين أن oxT h S   ؛ لد ينا :         1 1: ' 'oxS h
oxh S M z M z M z  

بما أن    1 oxM S M  1فإنz z  و 1'M h M  1فإن' 2 2z z i   منه و' 2 2z z i    

وعليه   oxT h S   ينتج أن ،T    هو ترآيب التناظر المحوري بالنسبة إلى حامل الفواصل متبوع  بتحاآي

  Aو مرآزه النقطة2نسبته 
       Aمرآزه النقطةو2نسبتهبتحاآي النسبة إلى حامل التراتيب متبوع هو ترآيب التناظر المحوري بTات أن يمكن إثب:ملاحظة
بما أن )   3 M    2فإنy    ومنه ; 2M x معx 2عدد حقيقي ومنهz x i  2إذنz x i    

وعليه       ' 2 2 2z x i i    أي أن' 2 2z x i    و بالتالي ' 2 ; 2M x   ومنه 'M     

'لدينا ) 4 2 2 4z i z i    إذن ' 2 2 2z i z i    ومنه  ' 2 2 2z i z i     إذن' 2 2 2z i z i    

'و عليه    2 2 2z i z i    2لأن 2z i z i    

  بما أن : التفسير الهندسي للنتيجة' 2 2 2z i z i   فإن   ' 2 2 2z i z i     

'ومنه             2M A M Az z z z    وعليه' 2AM AM   

2zفإن العدد المرآب  Aمتمايزة عن Mبما أن النقطة:   التفسير الهندسي للعدد الحقيقي . أ ) 5 i غير معدوم  
لدينا  و               2 2Arg z i k    معk  عدد صحيح 

ومنه      2 2Arg z i k     إذن  2M AArg z z k     وعليه ; 2u AM k  
 

  عدد صحيح kمع  

2zفإن العدد المرآب Aمتمايزة عن Mبما أن النقطة. ب    i و' 2z i    
 لدينا        ' 2 2 2z i z i    إذن    ' 2 2Arg z i Arg z i       

ومنه            ' 2 2Arg z i Arg z i       وعليه ' 2 2Arg z i k        لأن 2Arg z i    

ينتج أن             ' 2 2Arg z i k     إذن ' 2M AArg z z k     وعليه ; ' 2u AM k    
 

  عدد صحيح kمع  

.  جـ    2 ' 2z i z i   معناهتماما عدد حقيقي سالب    2 ' 2 2 1Arg z i z i k        معk عدد صحيح  

 لدينا                 2 ' 2 2 ' 2 2Arg z i z i Arg z i Arg z i k          معk عدد صحيح   

و بما أن            ' 2Arg z i     و 2Arg z i   فإن  2 ' 2 2Arg z i z i k             

ينتج أن           2 ' 2 2 1Arg z i z i k        معk   و بالتالي  2 ' 2z i z i   عدد حقيقي سالب  

بما أن   :طريقة ثانية*    ' 2 2 2z i z i     فإن     2 ' 2 2 2 2z i z i z i z i       

وبما أن                         2
2 2 2z i z i z i     فإن   2

2 ' 2 2 2z i z i z i      

2وبما أن                       
2 0z i   فإن  2 ' 2 0z i z i    

لدينا ؛  Aمتمايزة عنMمن أجل آل نقطة .  د ; 2u AM k  
 

و  ; ' 2u AM k    
 

   

إذن             ; ' ; 2u AM u AM k   
   

أي أن    ; ; ' 2u AM u AM k   
   

  

نصفي المستقيمينوعليه         AMو 'AM بمتناظرين بالنسبة إلى حامل محور التراتي  

  Aمعطاة متمايزة عن Mمن أجل آل نقطة:  M'اقتراح طريقة لإنشاء النقطة .  و

  ننشئ نصف المستقيم AM  ثم نصف المستقيم ، Az  نظير AM بالنسبة إلى حامل محور التراتيب 

  وبما أن' 2AM AM  فإن نقطة'M تنتمي إلى الدائرة  التي مرآزهاAو نصف قطرهاAM 

لذا ننشئ الدائرة    التي مرآزهاAو نصف قطرهاAM  

نقطة تقاطع الدائرة M'فنتحصل على النقطة  ونصف المستقيم Az  
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 الرابعلتمرين ا:     

   I  1 (لدينا  . أ
   

1 1

1 1
lim lim

1 1

x

x x

f x f x e

x x 



 

  


 
إذن     

1 1

1
lim lim

1 1

x

x x

f x f e

x x 



 

 
  

 
       

  قيم أآبر 1غير قابلة للاشتقاق عندfومنه الدالة                 
نحني الم.  ب             fCيقبل على يمين النقطة 1;0A  1مماسا معادلتهx     

لدينا ) 2         1
lim lim

xx x

x
f x

e 


  ومنه  1

lim lim 0
xx x

x x
f x

x e 


   لأن ، :  

           1 1 1
lim lim 0

1x x

x x

x x x 

 
  


1لأن (  ،

lim 1
x

x

x


 1و

lim 0
1x x



     و)  

 المنحني:  التفسير البياني fC  يقبل عند 0مستقيم مقارب معادلتهy  

قابلة للاشتقاق على المجال  fالدالة)  3 1; عليه هما لأنها جداء دالتين قابلتين للاشتقاق  

    : 1u x x  و: xv x e و من أجل آلx  من 1;  :   1
' 1

2 1
x xf x e e x

x
   


  

أي أن        1
' 1

2 1
xf x e x

x
      

ومنه    2 1
'

2 1
xx

f x e
x

 



  

من  xو يما أن من أجل آل   1;  : 0xe 2و 1 0x  فإن إشارة 'f x 2من إشارة 1x    

ى إشارة طوعليه تع 'f x على النحو التالي  

  

  

1متزايدة تماما على fوعليه الدالة
1;

2
    

1تماما علىو متناقصة  
;

2
    

  

                       1

2
                  1  x  

                          0              'f x 

                       1

2
                  1  x  

0 1

1

x

y

O
u

v

A

BB'

C

C'

M

M'

z
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  جدول التغيرات : 
 

            
      
    
  

   
4 (   fM C   يكافئ 1;x  و y f xوy xومنه   fM C   يكافئ 1;x   و f x x    

وعليه       fM C   يكافئ 1;x    و  0f x x   

1المعرف على المجالgنعتبر الدالة     
;

2
    

: بــ     g x f x x    .لنطبق مبرهنة القيم المتوسطة على الدالةg  

 الدالةg 1مستمرة على المجال
;

2
    

xن عليه همالأنها مجموع دالتين مستمرتي  x و الدالةf 

 1 2 1

2 2 2
g e
    
 

و   lim
x

g x


  ) لأن lim 0
x

f x


و lim
x

x


   ( 

  الدالة اتجاه تغيرلندرسg 1على المجال
;

2
    

1قابلة للاشتقاق على  gالدالة:  
;

2
    

لأنها مجموع دالتين  

xمستمرتين عليه هما x و الدالةf ومن أجل آلx 1من
;

2
    

  :   ' ' 1g x f x  

1من xأجل آل بما أن من
;

2
    

  : ' 0f x  أجل آل من فإنx 1من
;

2
    

  : ' 0g x     

1متناقصة تماما على المجال gومنه الدالة 
;

2
    

  

وعليه المعادلة     0g x  ي أ  0f x x  تقبل حلا وحيدا  1حيث
;

2
      

   

  بما أن
1

2
1 1 1 6 1

2 2 2 2 2
g f e

         
   

1أن  أي 
0, 24

2
g  
 
 

 و    11 1 1 2 1g f e     أي أن 1 0,48g  

  فإن     1
1

2
g g g     

 
1ومنه  

1
2

    

و بالتالي المستقيم  يقطع المنحني fC  في نقطة وحيدة ;   1حيث
1

2
    

تعيين معادلة للمماس . أ)  5 T للمنحني fC في النقطةA:     : ' 0 0T y f x f   وبما أن 0 1f و  1
' 0

2
f


  

فإن             1
: 1

2
T y x


    

رسم المماس . ب T المستقيم ،  و المنحني fC  :  

   
  
   

  
  
  
  
  

  

                       1

2
                  1 x 

                          0              'f x 

                         2

2
e  

                                                      
0                                                 0  

  
 f x 

(Cf)

(T)

2 3-1-2

2

-1

0 1

1

x

y

A

w
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1؛ xنبين أنه من أجل آل عدد حقيقي . أ   )6 xx e  : 
: بــ  المعرفة على  h نعتبر الدالة      1xh x e x  .   لندرس اتجاه تغير الدالةhعلى  

؛ xو من أجل آل عدد حقيقي قابلة للاشتقاق على  hالدالة    ' 1xh x e    

  ' 0h x  1يكافئxe  ومنه ' 0h x  0يكافئx  

  ' 0h x  1يكافئxe  ومنه ' 0h x  0يكافئx  

نستنتج إشارة  'h x على النحو التالي :  

  
  
ينتج أن  0 0h   هي قيمة حدية صغرى للدالةh على  من أجل آل عدد حقيقي وعليهx ؛  0h x   

1؛  xمن أجل آل عدد حقيقي و بالتالي  xx e  .  

من المجال xمن أجل آل عدد حقيقي استنتاج أنه . ب 1;  :   2

x

f x e


   

1؛  xجل آل عدد حقيقي  بما أن       xx e   أجل آل فإن منx من 1;  : 1 xx e   

من xأجل آل وعليه من     1;  : 1 xx e  آل  ومنه من أجلx من 1;  : 21
x

x xx e e e     

من xآل  وبالتالي من أجل      1;  :   2

x

f x e


  

من الواضح أن  )7  0S   لنبين أن ،  2
S

e
   : 

إن    )8   
1

S f x dx


    آل  من أجلوبما أنx من 1;  :   2

x

f x e


 فإن  2

1

x

S e dx





  

2إن   2

1 1

2
x x

e dx e


  

   
 

  أي أن
1

2 2 2

1

2
x

e dx e e
  

  
   

 
  2ومنه 2

1

2
2

x

e dx e
e

 
 

   

1وبما أن من أجل      :2
2 2

2e
e e




   2فإن

1

2x

e dx
e




 و عليه  2

1

x

S e dx





   

ينتج أن    2

1

0
x

S e dx





   .  

 II   
عدد طبيعي غير معدوم ، نعتبر المنحنيينnليكن  )1 nC و 1nC   و لتكن ;M x y  نقطة من المستوي 

   1n nM C C    يكافئ 1;x  و ny f xو 1ny f xومنه   1n nM C C    1(يكافئx  و   1n nf x f x (  

لدينا     1n nf x f x   11يكافئ 1
x x

n nx e x e
 
   . إذن   1n nf x f x   11يكافئ 0

x x

n nx e e
 


 
   

 
.  

ينتج أن   1n nM C C    1(يكافئx  11و 0
x x

n nx e e
 


 
   

 
 (  

أي أن     1n nM C C    1(يكافئx  1و 0x    1أو

x x

n ne e
 
  (  

وعليه    1n nM C C    1(يكافئx    أو
1

x x

n n

 


 ( ومنه   1n nM C C    1(يكافئx    0أوx (  

ياتينتج أن جميع المنحن  nC تمر من النقطتين 0;1A و المبدأO   

جالقابلة للاشتقاق على الم nfعدد طبيعي غير معدوم ، الدالةnليكن . أ  )2 1; لأنها جداء دالتين قابلتين 

للاشتقاق على     1;  1:  هما : 1u x x  2و :
x

nu x e


   

           0              x  

            0          'h x 
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من المجال xو من أجل آل 1;  : ' 1 1
1

2 1

x x

n n
nf x e x e

nx

 

  


أي أن   ' 1 1
1

2 1

x

n
nf x e x

nx

      
  

ومنه  ' 2 2

2 1

x

n
n

x n
f x e

n x

       
  

المنحنيات   nC تقبل مماسا يوازي حامل محور الفواصل معناه ' 0nf x   أي أن
2 2

0
2 1

x

n x n
e

n x

       
  

من المجال xأجل آل و بما أن من   1;  :0
x

ne


 2و 1 0n x     فإن ' 0nf x 2تكافئ 2 0x n     

أي أن    ' 0nf x تكافئ
1

1
2

x n   لنبين أن ، 1
1 1;

2
n     . بما أنnعدد طبيعي غير معدوم فإن

1
0

2
n   

ومنه   
1

1 1
2

n    وعليه 1
1 1;

2
n    و بالتالي  المنحنيات nC في النقطة تقبل مماسا يوازي حامل محور الفواصل  

  nM  التي فاصلتها
1

1
2n n    

دراسة طبيعة المتتالية العددية . ب    n  :  

: غير معدوم  nمن أجل آل عدد طبيعي          1

1
1 1

2n n      1ومنه

1 1
1

2 2n n    1 أي أن

1

2n n     

وعليه      n متتالية حسابية أساسها
1

2
r  .  

دراسة الوضع النسبي للمنحنين  )3 nC و 1nC   : 

لدينا عدد طبيعي غير معدوم ، nليكن       1
1 1

x x

n n
n nf x f x x e e

 




 
    

 
  : ، ومنه  

    1 0n nf x f x  11يكافئ 0
x x

n nx e e
 


 
   

 
أي أن    1 0n nf x f x  1(يكافئ 0x   1أو

x x

n ne e
 
 (  

إذن        1 0n nf x f x  1(يكافئ 0x   أو
1

x x

n n

 


 ( أي أن   1 0n nf x f x  1(يكافئx   أو 
0

1

x

n n


(  

نجد        1 0n nf x f x  1(يكافئx   0أوx  (  

    1 0n nf x f x  11كافئي 0
x x

n nx e e
 


 
   

 
 من xأجل آل وبما أن من  1;  :1 0x   فإن 

   1 0n nf x f x  1يكافئ

x x

n ne e
 
   أي أن   1 0n nf x f x  يكافئ

1

x x

n n

 


  

ومنه    1 0n nf x f x  0يكافئ
1

x x

n n


 

أي أن   1 0n nf x f x  يكافئ 
0

1

x

n n


  

ينتج    1 0n nf x f x  0يكافئx     و بالتالي ،   1 0n nf x f x  1يكافئ 0x    
) 1: (و عليه  nC و 1nC  يشترآان في النقطتينA  وO  

في المجال) 2(             0;  : 1nC  يقع أعلى nC  ،)3  (في المجال 1;0  : 1nC  يقع أسفل nC  
  :  Iحساب العدد الحقيقي. أ)  4

إن الدالة       32
1

3
x x  1هي دالة أصلية للدالةx x  على المجال 1;   ومنه 

1
3

1

2
1

3
I x



    
  

إذن                              
4 2

3
I    

: غير معدوم nنبين أنه من أجل آل عدد طبيعي . ب
1 1

1 1n ne e


    

: غير معدوم nمن أجل آل عدد طبيعي       
1 1

n n
  لةاوبما أن الد expىلع امامت ةديازتم   
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 نإف      
1 1

n ne e

 هنمو 

1 1

n ne e


   هيلعو 
1 1

1 1n ne e


   نكل
1 1

1 1n ne e
 

  نذإ 
1 1

1 1n ne e


    

من المجال xنه من أجل آل أج ااستنت. جـ        1; 1   ؛
1

1 1
x

n ne e

  

  

1 نأ امب          1x   1 نإف 1x    هنمو 
1 1x

n n n

 
  هيلعو

1 1x

n n ne e e
 

 هنمو 
1 1

1 1 1
x

n n ne e e
 

      

 نأ امب و        
1 1

1 1n ne e


   نإف 
1 1

1 1 1
x

n n ne e e
   

        
   

يلاتلاب و 
1

1 1
x

n ne e

    

:  بين أن  ن.  د        
14 2

1
3

n
nA I e

 
   

 
ج أن المتتاليةا، ثم استنت  nA  متقاربة :  

             
 انيدل

1 1

1 1

1 1
x

n
nA I x e dx x dx



 

      هنمو
1

1

1 1
x

n
nA I x e dx





 
    

 
 نذإ

1

1

1 1
x

n
nA I x e dx





 
    

 
     

 هيلعو             
1

1

1 1
x

n
nA I x e dx





    ، نأ امب و 
1

1 1
x

n ne e

   نإف  

1

1 1 1 1
x

n nx e e x
  

     
   

                 
نأ جتني

1 1 1

1 1

1 1 1 1
x

n nx e dx e x dx


 

 
     

 
  هنمو 

1 1

1

1 1n
nA I e x dx



 
    

 
   

 هنمو                
11

1

1 1n
nA I e x dx



 
    

 
  نأ يأ  

1

1n
nA I e I

 
   

 
  يلاتلاب و 

14 2
1

3
n

nA I e
 

   
   

             
  
 ج أن المتتاليةااستنت nA  متقاربة :   

 نأ امب            
14 2

1
3

n
nA I e

 
   

 
 نإف 

1 14 2 4 2
1 1

3 3
n n

ne A I e
   

        
   

نأ جتني 
1 14 2 4 2

1 1
3 3

n n
ne I A e I

   
         

   
   

 نأ امب و                
1

lim 1 0n

n
e



 
  

 
 نإف 

14 2
lim 1

3
n

n
e I I



  
    

   
4 هيلع و  2

lim
3n

n
A




  

        
المتتالية هنمو nA  4 وحن متقاربة 2

3
  

  
  
  

  ىهتنا
  
 تاردق باآتساب بلاطلا يزيزع كل حمست ، ةزاتمم و ةديدع راكفأ يوتحي عوضوملا : ةظحلام

  اهنم تدفتسا دق نوكت نأ ىمتنا . ايرولاكبلا ناحتما ةهجاومل اهب لأبأس
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